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Abstrakt 
 
 
 

Hľadanie bodov prieniku krivky a priamky alebo dvoch kriviek v rovine je založe-
né na iteratívnej metóde orezávania. Algoritmy prezentované v tejto práci vychádzajú z 
geometrických vlastností Bézierovej reprezentácie kriviek, konverzie medzi jednotlivými 
reprezentáciami kriviek, určenia vzdialenostnej funkcie a hrubej priamky, ktoré sú násled-
ne aplikované v metóde Bézierovho orezávania. 
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Úvod 
 
 
 

Počítačom podporované projektovanie (CAGD) zahŕňa v sebe rôzne aspekty geo-
metrie, počítačovej geometrie, numerickej analýzy, teórie aproximácie, dátových štruktúr 
a počítačovej algebry. Pojednáva o rôznych problémoch, v ktorých je geometria spojená 
s počítačovými algoritmami. 

V súvislosti s modelovaním kriviek v CAGD sa zaoberáme problematikou vyšetro-
vania prieniku kriviek v rovine, ktoré je komplexným problémom a je základným medzní-
kom určujúcim nové metódy riešenia daného problému. V našom prístupe vyšetrovanie  
prieniku dvoch kriviek v rovine je riešené upravenou metódou Bézierovho orezávania1, 
presnejšie jej praktickými algoritmickými aplikáciami. Táto metóda bola navrhnutá Nishi-
tom a kol. [1998], pozri [16]. Cieľom pre proces vyšetrovania prieniku, zatiaľ dvoch kri-
viek, bolo zapísať pomocou algoritmov (zostavených do troch skupín podľa objektu skú-
mania) nasledovné problémy: 
 

• korene polynómov (algoritmus pre hľadanie prieniku krivky s parametrickou 
osou) 

• prienik typu priamka - krivka (algoritmus pre hľadanie prieniku krivky 
s priamkou vo všeobecnej polohe) 

• prienik typu krivka - krivka (algoritmus pre hľadanie prieniku krivky s inou 
krivkou) 

 
Je zrejmé, že základ tejto práce tvorí pojem krivky, resp. čiary a jej následné geometrické 
modelovanie. V predkladanej práci budeme pracovať v rovine a to s polynomický-
mi krivkami tretieho stupňa (n = 3), teda pôjde o rovinné kubické krivky. 

Prvá kapitola tvorí prehľad reprezentácií kriviek. Uvádzame ich definície 
a základné vlastnosti, ktoré opisujeme v nasledujúcich kategóriách. Sústredíme sa  najmä 
na štúdium Bézierových kriviek, ktoré sa dajú ľahko konštruovať a o ktoré sa neskôr bu-
deme opierať. 

                                                 
1 Z anglického Bézier clipping method 
Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 
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Ďalšia kapitola sa týka vlastností konvexného obalu a problematiky konverzií me-
dzi jednotlivými reprezentáciami Bézierových kriviek, pričom mnohé skutočnosti sú zdô-
vodnené. Určenie konvexného obalu krivky v rovine sme zjednodušili, kvôli stupňu n = 3 
danej krivky, na hľadanie konvexnej množiny štyroch bodov v rovine. 

Tretiu kapitolu tvoria tri algoritmy (PT algoritmus, CL algoritmus a CC algoritmus) 
doplnené o vytvorenie tzv. hrubej priamky vhodnej pri vyšetrovaní prieniku tretieho typu 
(CC algoritmus). 

Posledná kapitola (záver a ďalšia práca) obsahuje zhrnutie a ciele ďalšieho postu-
pu, ktorý bude spočívať predovšetkým v hľadaní dôkazu konvergencie „iteračného“ proce-
su, v implementovaní algoritmov do programovej realizácie a v štatistickom overení správ-
nosti riešenia. 
 
 

Autor 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 
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Kapitola 1  
 

Reprezentácie kriviek 
 
 
 

Krivky sú objekty, ktoré sa často používajú v počítačovej grafike a geometrickom 
modelovaní. Sú používané napr. pri vytváraní rôznych typov simulácií, pri určovaní tvarov 
iných objektov pomocou nich modelovaných, ale hlavne pri definovaní, modelovaní a mo-
difikovaní telies. Existujú viaceré spôsoby, ako reprezentovať krivky. Kvôli počtu a roz-
manitosti reprezentácií má každá z nich svoje výhody i nevýhody. Pre naše riešenia sa za-
meriame na jednu z najpoužívanejších reprezentácií kriviek, a to parametrickú reprezentá-
ciu. 
 
Definícia 1.1 Krivkou v  nazývame množinu bodov 2E

( ){ }2 ;  ;  ,M X E X f t t a b= ∈ = ∈ , 

kde 2:  f E→\  je funkcia opisujúca krivku, t je (časový) parameter a ,a b  je interval, 
na ktorom je funkcia f definovaná. 
 
Je zrejmé, že tvar a vlastnosti krivky sú určené výberom funkcie f a zároveň aj intervalu 

,a b , t.j. definičnému oboru. 

1.1 Analytické krivky 
 

Analyticky môžeme krivku v  so súradnicovou sústavou 2E 0, ,x y  zadať : 
• Explicitne vyjadrená krivka môže byť zadaná ako graf spojitej funkcie v tvare: 

    ( )y f x= , x J∈   (1.1) 
a býva orientovaná v smere rastúcej hodnoty x krivky ako funkcie. J predstavuje 
interval, na ktorom je funkcia definovaná. 

 

Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 
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• Implicitne zadávaná krivka má tvar  
( ),F x y 0= .   (1.2) 

 
• Parametricky: ( )x x t=  

( )y y t= , t J∈ .    (1.3) 
J predstavuje interval, na ktorom je funkcia definovaná. 

 

1.2 Interpolačné krivky 
 

Zostrojenie interpolačnej krivky je založené na konštrukcii krivky, ktorá prechádza 
danými bodmi. V numerickej matematike sa na výpočet určitého integrálu používajú inter-
polácie pomocou polynómov. V počítačovej grafike sa pojem interpolácia používa na zo-
strojovanie kriviek pre zadané riadiace body, ktorými krivka prechádza. Problémom je ur-
čenie hodnoty parametra, pre ktorý získame daný riadiaci (určujúci) bod interpolačnej 
krivky. Najznámejšou interpolačnou krivkou je Hermitova kubická splajnová krivka. [5, 
str. 68-70] 

1.3 Aproximačné krivky 
 

Pre aproximačnú krivku máme opäť daných niekoľko bodov, ale nepožadujeme, 
aby všetky body krivka interpolovala. Základ konštruovania takýchto kriviek položili Bé-
zier a Casteljau v rokoch 1959-62. V našej práci budeme používať pre reprezentovanie kri-
viek zápis 

( ) ( )
0

n

i i
i

f t Pθ
=

=∑ t , ,t a b∈ , 0,  ... ,i n= ,  n∈`

kde  predstavujú riadiace body, ktoré ovplyvňujú výsledný tvar krivky a funkcie iP ( )i tθ  
sú tvarovacie funkcie, ktoré určujú, ako príslušné riadiace body „pôsobia“ na tvar krivky. 
Riadiace body tvoria lomenú čiaru  nazvanú riadiaci polygón. Pretože body kriv-
ky majú tvar lineárnej kombinácie riadiacich bodov , suma tvarovacích funkcií je rovná 

jednej, t.j. , pre všetky t. Tento typ krivky nám dáva dobré vlastnosti pre mode-

lovanie a úpravu pre ďalšie použitie. 

0 1 ... nP P P

iP

( )
0

1
n

i
i

tθ
=

=∑

Do nasledujúcej práce sú zaradené ako aproximačné krivky Bézierove krivky, kto-
rých vlastnosti sú využité v algoritmoch pre vyšetrovanie prienikov čiar a pomocou kto-
rých dokážeme zistiť prieniky kriviek i vyšších stupňov (n > 3). 
 

1.3.1 Bézierove krivky 
 

Zamerajme sa na polynomické krivky. Krivka v rovine je vyjadrená pomocou funk-
cií, ktorých súradnice sú polynomické funkcie. Jej základné vyjadrenie je 
Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 
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( ) 1 0 1 0 ... ,  ... n n
n nf t a t a t a b t b t b⎡ ⎤= + + + + + + =⎣ ⎦  

[ ] [ ] [ ]1 1 0 0,  ... , ,n
n na b t a b t a b= + + + , [ ] [ ], 0,n na b ≠ 0 , 

kde n je stupeň polynómu, tvarovacie funkcie sú ( ) i
i t tθ =  a riadiace body sú [ ],i iP a b= i  

pre i = 0, ... ,n. Pretože nepoznáme presné vzťahy medzi tvarom riadiaceho polygónu 
a tvarom krivky, musíme skúmať tvarovacie funkcie, ktoré sú vhodné na modelovanie po-
lynomických kriviek. 
 
Definícia 1.2 Pre  definujeme 0n∈` ( )1n+  Bernsteinových polynómov (funkcií) ako zob-
razenie ,  tak, že platí , :i n →\ \B 0,  ... ,i∈ n

i
, ( ) = (1 )i n

i n

n
B t t t

i
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  0,1∈t , 

kde  sú kombinačné čísla vyjadrené rekuretne ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

n
i

( )!      ak 0              0! =  1
!( )! =  

      0             inak

≤ ≤⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

n i nn i n i
i

. 

 
Vlastnosti Bernsteinových polynómov 
(Bernsteinove polynómy stupňa n taktiež nazývame Bernsteinovými bázovými funkciami stupňa n (veta 1.2 
vlastnosť 8); Bernsteinove polynómy sa prvýkrát objavili v dôkaze Weierstrassovej vety)  

[15, str. 131-133] 
 
Grafy Bernsteinových polynómov pre n = 1, 2, 3: 
 

n = 1 1
,1

1
( ) = (1 )i i

iB t t t
i

−⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

  0,1( ) = 1B t t−  
  1,1( ) = B t t  

 
 

 

  
a)

n = 2    

  2
,2

2
( ) = (1 )i i

iB t t t
i

−⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

  ( )2
0,2 ( ) = 1B t t−  

  ( )1,2 ( ) = 2 1B t t t−  
   

2
2,2 ( ) = B t t

 
 

 
 

 
b)

Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 
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n = 3  
3

,3

3
( ) = (1 )i i

iB t t t
i

−⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

  ( )3
0,3 ( ) = 1B t t−  

  ( )2
1,3 ( ) = 3 1B t t t−  

  ( )2
2,3 ( ) = 3 1B t t t−  

3
3,3 ( ) = B t t  

 
 

    
c)

 
Obr. 1 Bernsteinove polynómy a) b) c) 

 
Veta 1.2 Vlastnosti Bernsteinových polynómov: 
    (dôkazy sú uvedené v [17]) 

1. Nezápornosť    pre každé i, n a , ( ) 0i nB t ≥ 0,1t∈  

2. Rozklad jednotky  ,
  0

( ) 1
n

i n
i

B t
=

=∑  pre každé 0,1t∈  

3. 0, (0) = (1) = 1n n,nB B ;    , (0) 0       =1, ... ,i nB i n= ; 

         , (1) 0       =0, ... , 1i nB i n= −  

4. Symetria:   , ,(1 ) ( )        =0, ... ,i n n i nB t B t i− n− =  

5. Rekurzia (rekurentný vzorec) 
( ), , 1( ) 1 ( ) ( )− − −= − +i n i n i nB t t B t tB t =1, ... ,i n1, 1 , , 

kde  1, 1 , 1( ) 0 ;      ( ) 0n n nB t B t− − −= =

6. Derivácie 
1. derivácia: { }, 1, 1 , 1' ( ) ( ) ( )i n i n i nB t n B t B t− − −= − , 

kde  1, 1 , 1( ) 0 ;      ( ) 0n n nB t B t− − −= =

2. derivácia:  ( ){ }, 2, 2 1, 2'' ( ) 1 ( ) 2 ( ) ( )i n i n i n i n, 2B t n n B t B t B t− − − − −= − − + , 

kde  2, 2 , 2( ) 0 ;      ( ) 0n n nB t B t− − −= =

7. Lokálne maximum

Polynóm , ( )i nB t  má práve jedno lokálne maximum v it
n

= . 

8. Množina { }, ( ),  0, ... ,i nB t i n=  je bázou vektorového priestoru všetkých 
polynómov stupňa n≤   (rádu n +1). 
Vyjadríme , ( )i nB t  ako lineárne kombinácie  a matica koefi-
cientov je regulárna; Konverzia MONOMIÁLNA – BERNSTEINOVA 
BÁZA: 

21,  ,  ,  ... ,  nt t t

Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 
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n = 1 [ ] [ ] 1 0
1   1  

1 1
t t t ⎡ ⎤

− = ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

n = 2 ( ) ( )2 2 2

1 0 0
1  2 1   1    2 2 0

1 2 1
t t t t t t

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − = −⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

n = 3

 ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 3

 

1 0 0 0
3 3 0 0

1  3 1   3 1   1     
3 6 3 0
1 3 3 1

B

t t t t t t t t t

M

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − = ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦����	���


 

Ďalej vyjadríme prvky monomiálnej bázy prvkami Bernsteinovej, pretože 
sú v praxi často používané; Konverzia BERNSTEINOVA – MONO-
MIÁLNA BÁZA: 
 

n = 1 [ ] [ ] 1 0
1  1   

1 1
t t t ⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

n = 2 ( ) ( )22 2

1 0 0
1    1  2 1   1 1 2 0

1 1 1
t t t t t t

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤ = − −⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

n = 3
 

( ) ( ) ( )3 22 3 2 3

 -1
 

1 0 0 0
1 1 3 0 0

1     1  3 1   3 1   
1 2 3 1 3 0
1 1 1 1

B

t t t t t t t t t

M

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤ = − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦����	���


 

Pretože matica BM  je trojuholníková i na diagonále sa nenachádza 
nula, matica -1

BM  bude existovať.  
 

Keďže už poznáme vlastnosti Bernsteinových polynómov, môžeme pomocou 
nich definovať krivku, kde úlohu tvarovacích funkcií preberú samotné Bernsteinove 
polynómy. 
 
Definícia 1.3 Nech ( )2 3

0 1, ... , ,n E E E∈V , V V  je daná postupnosť bodov v rovine 

a funkcie , ( ),  0,1i nB t t∈  sú Bernsteinove polynómy. Potom krivku v ( )2 3,E E E , 
ktorej súradnice vyhovujú rovnici 

Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
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( ),
0

( )
n

i n i
i

t B t
=

= ∑ VB ,  0,1t∈ ,  (1.4) 

nazývame Bézierovou krivkou n-tého stupňa. Lomená čiara spájajúca body 
 sa nazýva riadiaci polygón Bézierovej krivky. 0 1, ... , nV , V V

 
Vlastnosti Bézierových kriviek 

,
0

( ) = ( ) ,    0,1
=

∈∑
n

i n i
i

t B t tB V  

Maticový zápis: 

0

1
0, 1, ,( ) ( ) ( ) ... ( )

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

n n n n

n

t B t B t B t
#

V
V

B

V

 

Parametrické vyjadrenie v 3D: ( , , )i i i ix y zV  

,
0

( ) = ( )
n

i n i
i

x t B t
=
∑ x  

,
0

( ) = ( )
n

i n i
i

y t B t y
=
∑  0,1t∈  

,
0

( ) = ( )
n

i n i
i

z t B t z
=
∑  

 
Veta 1.3 Vlastnosti Bézierových kriviek: 

I. Interpolácia koncových  bodov riadiaceho polygónu : 0 , nV V

0(0) = B V     (vlastnosť 3) (1) = nB V

II. Konvexný obal2

0,1∈Pre všetky t  leží bod Bézierovej krivky v konvexnom obale 
svojich riadiacich vrcholov. 

( )tB

Dôkaz: vyplýva z definície konvexného obalu [kap. 2.1]. 
 Ukážeme, že každý bod Bézierovej krivky  má tvar 

 pre konštantné , kde ,  pre 

. 

( )tB

0 0 ... n na a+ +V V ia 0ia ≥
  0

1
n

i
i

a
=

=∑
0,  ... ,i n=

 Položme ( ),i i na B t= . Z vlastností Bernsteinových polynómov (veta 1.2) 

využijeme vlastnosti 1. a 2., t.j. ,  pre , ( ) 0i nB t ≥ ,
  0

( ) 1
n

i n
i

B t
=

=∑ 0,1t∈ , 

potom bod ako lineárna kombinácia bodov s nezápornými koeficientmi 
je bod z konvexného obalu riadiacich bodov Bézierovej krivky  

                                                 
2 Z anglického Convex Hull 
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III. Vlastnosť nerastúcej variácie3

 Pre rovinnú Bézierovu krivku B(t) je počet priesečníkov danej priamky 
s krivkou B(t) menší alebo rovný než počet priesečníkov spomínanej 
priamky s riadiacim polygónom Bézierovej krivky. 

IV. Invariantnosť vzhľadom na 
a) afinnú transformáciu T priestoru 

, ,
0 0

T ( )  = ( )T(
n n

i n i i n i
i i

B t B t
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑V V )  

b) afinnú transformáciu parametra 

, ,
0 0

( )  = 
n n

i n i i n i
i i

u aB t B
b a= =

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ ∑V V , ,u a b∈ , 0,1t∈  

V. Pseudolokálne riadenie

Bernsteinov polynóm , ( )i nB t  má jediné lokálne maximum pre it
n

= . To 

znamená, že ak sa zmení jediný vrchol krivky , tak sa zmení len je-
diný člen analytického vyjadrenia krivky a to 

iV

, ( )i n iB t V . Tento sa však 

najviac zmení v okolí parametra it
n

= . 

VI. Symetrickosť (súmernosť) 

, ,
0 0

( ) = ( )  = (1 ) −
= =

−∑ ∑
n n

j n j j n n j
j j

t B t B tB V V  

VII. Derivácie Bézierovej krivky

1. derivácia: 
1

, 1
0

 '( ) = ( ).
−

−
=

∆∑
n

i n i
i

t n B tB V i, kde 1i i+∆ = −V V V  

teda  je Bézierova krivka (n-1) stupňa vo vektorovej zložke '( )tB

( 2 3, )E E E  s riadiacimi vrcholmi in∆V , 0,1,  ... , 1i n= −   

2.  derivácia:   ( ) (
2

, 2 2 1
0

''( ) = 1 ( ) 2
−

− + +
=

− −∑
n

i n i i i
i

t n n B tB V )+V V

r.  derivácia: ( )

( ) ,
0

!( ) = ( ).  
! −

=

∆
− ∑

n
r r

i n r i
i

nt B t
n r

B V  ,  

kde  ( )
0

 = 1
r

r jr
i i

j

r
j

−
j+

=

⎛ ⎞
∆ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑V V  

 

Pre koncové  body Bézierovej krivky : ,
0

( ) = ( )
=
∑

n

i n i
i

t B tB V

                                                 
3 Z anglického Variation Diminishing Property 
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( )
1

, 1 i 0 1 0
0

'(0) = (0)  =  = 
−

−
=

∆ ∆ −∑
n

i n
i

n B n nB V V V V

V

 

( )
1

, 1 1
0

'(1) = (1)  = 
−

− −
=

∆ −∑
n

i n i n n
i

nn BB V V  

 
Geometrická interpretácia 1. derivácie (vektor) v koncových bodoch: je rov-
nobežná s prvou resp. poslednou stranou riadiaceho polygónu 

. 0 1 -1V V ,  ... ,V Vn n

 

 
 

Obr. 2 Geometrická interpretácia prvej derivácie v koncových bodoch 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2 1 , 2 2 1
0

'' 0 1 2 0 1 2
−

+ + −
=

= − − + = − − +∑
n

i i i i n
i

n n B n nB V V V V 0V V

)nV

2

n

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
2

2 1 , 2 2 1
0

'' 1 1 2 0 1 2
−

+ + − − −
=

= − − + = − − +∑
n

i i i i n n n
i

n n B n nB V V V V V  

 
Geometrická interpretácia 2. derivácie (vektor) v koncových bodoch: druhá 
derivácia je rovnobežná s uhlopriečkou rovnobežníka vytvoreného troma 
bodmi:     0 1V , V , V

-2 -1V , V , Vn n  
 

 
 

Obr. 3 Geometrická interpretácia druhej derivácie v koncových bodoch 
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Bézierove krivky majú nevýhodu v tom, že pri zmene už len jedného vrcholu 
riadiacej lomenej čiary sa zmení celá Bézierova krivka, a teda bude výhodné pra-
covať aj s inými typmi kriviek, ktoré takéto „nedostatky“ nemajú, však nie je vylú-
čené, že sú bez akýchkoľvek nedostatkov. Pri štúdiu kriviek v CAGD sa najčastejšie 
stretávame so splajnovými krivkami. 
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Kapitola 2  
 

Metóda Bézierovho orezávania 
 
 
 

Bézierovo orezávanie (Bézier clipping) je iteratívna metóda vyšetrenia prie-
niku Bézierovej krivky s priamkou, resp. s inou Bézierovou krivkou. Táto metóda 
využíva vlastnosť konvexného obalu Bézierových kriviek a postupne iteratívne ore-
záva tie časti krivky, ktoré nepretínajú danú priamku. Metóda bola vyvinutá pre rayt-
racing Bézierových plôch.  
 
Výhody tejto metódy sú: 
 

• Aplikovateľnosť aj pre polynómy vyšších stupňov 
• robustnosť 
• nájdenie všetkých riešení 
• rýchly test nepretínania sa 
• pracovanie iba s lineárnymi rovnicami v každom kroku iterácie 

 

2.1 Konvexný obal 
 

2.1.1 Motivácia 
 

Tvar množiny bodov v rovine nesie subjektívny aspekt; pre danú množinu 
bodov môže každý vidieť iný tvar. Jedným z takýchto tvarov množiny bodov 
v rovine považujeme ich konvexný obal.  

Konvexný obal si možno predstaviť ako gumené vlákno „natiahnuté“ okolo 
klinčekov zapichnutých v riadiacich vrcholoch Bézierovej krivky. Konvexný obal ur-
číme ako uzavretý mnohouholník s jeho vnútrom, pozri [9, str. 25-48]. 

Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
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Definícia 2.1 Konvexnou množinou alebo konvexným [geometrickým] útvarom bu-
deme nazývať ľubovoľnú neprázdnu množinu bodov, ktorá má nasledujúcu vlast-
nosť: pre každé dva rôzne body množiny patrí množine celá úsečka nimi určená. 
 
Definícia 2.2 Nech je daná množina bodov M. Konvexným obalom množiny M nazý-
vame najmenšiu (prienik všetkých konvexných množín) konvexnú množinu, ktorá 
obsahuje danú množinu M. 
 
Definícia 2.3 Nech je daná množina bodov { }0 1, ... , nX = X , X X  v ( 2 3, )E E E . Kon-
vexným obalom množiny X nazývame množinu bodov 

( ) { }0 0 0
...  1,  0,  n

n n i i ii
KO X a x a x a a a

=
= + + = ≥ ∈∑ \ . 

 

2.1.2 Matematická reprezentácia konvexného obalu 
 

Pretože budeme pracovať iba s konvexným obalom štyroch bodov riadiacej 
lomenej čiary, určíme konvexný obal Bézierovej krivky 3. stupňa nasledovne: 
 
Veta 2.1 Konvexný obal štyroch bodov vo všeobecnosti je konvexný štvoruholník, 
ktorého vrcholmi sú dané body a v špeciálnych prípadoch to môže byť trojuholník; 
ak sú body kolineárne, môže to byť úsečka alebo bod. 
 
Konvexný obal štyroch bodov ilustrujeme na príkladoch, obr. 4. 
 

   
 

  
 

Obr. 4 Konvexný obal štyroch bodov v rovine 
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2.2 Reparametrizácia ľubovoľného intervalu Bézie-
rovej krivky 

 
Výhodné je pracovať s Bézierovými krivkami na základe definície 1.3, kde 

„lokálny“ parameter 0,1t∈ . Avšak, vzhľadom na používaný „globálny“ parameter 

, môžeme Bézierovu krivku písať v tvare pre tzv. iný u∈\ min max,u u u∈  ako 

0,1t∈  interval  

min
,

0 max min

ˆ ( )
n

i i n
i

u uu B
u u=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑VB  

a nazývame to reparametrizáciou základnej Bézierovej krivky 

( ),
0

( )
n

i i n
i

t B t
=

= ∑VB , 0,1t∈ . 

 

2.3 Konverzie a inverzie medzi reprezentáciami 
 

Najskôr si predpripravíme niektoré vzťahy využijúc už uvedené poznatky 
o Bézierových krivkách. Prepíšme vzťah (1.4) pre kubické Bézierove krivky 
v maticovom zápise 

         ( ) ( ) ( ) ( )

0

1
0,3 1,3 2,3 3,3

2

3

( )             t B t B t B t B t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

V
V
V
V

B . (2.1) 

Polynomické krivky sú zvyčajne uvádzané ako kombinácie monómov, t.j. v prípade 
kubickej krivky . Preto môžeme prepísať vzťah (2.1) takto 2 31,  ,  ,  t t t

( ) ( ) ( )3 2 2 3
0 1 2 3( ) . 1 .3 1 .3 1 .t t t t t t= − + − + − +V V V VB t =  

( ) ( ) ( )2 3
0 0 1 0 1 2 0 1 2 33 3 3 6 3 3 3t t= + − + + − + + − + − +V V V V V V V V V V t . 

          (2.2) 
Použijeme znovu maticový zápis pre krivku  ( )tB

0

12 3

2

3

1 0 0 0
3 3 0 0

( ) 1            
3 6 3 0
1 3 3 1

t t t t

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

V
V
V
V

B . (2.3) 

Vzťahom (2.3) sme uviedli vyjadrenie Bézierovej kubiky v monomiálnom tvare. Bu-
deme potrebovať dva prípady prepisu vyjadrenia krivky. Preto využívame dve mož-
nosti vstupu: 
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• krivka tretieho stupňa vyjadrená v monomiálnom tvare [podkapitola 2.3.1] 
• krivka tretieho stupňa vyjadrená ako polynomická funkcia s parametrom t 

[podkapitola 2.3.2] 
 

2.3.1 Konverzia Bézierov – Monomiálny tvar (CBM) 
 

Nech je krivka tretieho stupňa vyjadrená v monomiálnom tvare, môžeme pí-
sať 

    ,  2 3
0 1 2 3( )t t t t= + + +a a a aB 0,1t∈ .  (2.4) 

Prvky 2
i E∈a , i = 0,1,2,3 nazvime monomiálne riadiace body [15, str. 156-158]. To-

to vyjadrenie môžeme prepísať do maticového zápisu 

    

0

12 3

2

3

( ) 1            t t t t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

a
a
a
a

B .   (2.5) 

Porovnaním zápisov (2.3) a (2.5) dostávame 
0 0

1 1

2 2

3 3

1 0 0 0
3 3 0 0

3 6 3 0
1 3 3 1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

a V
a V
a V
a V

, 

čo môžeme zapísať 
BM= ⋅a V ,    (2.6) 

kde BM  je matica koeficientov. Teda vstupnými údajmi sú súradnice riadiacich vr-
cholov  a výstupnými monomiálne riadiace body  krivky  a výpočet (2.6) 
nazývame konverziou Bézierovej krivky zadanej svojimi riadiacimi vrcholmi na 
krivku vyjadrenú v monomiálnom tvare, ozn. CBM. 

iV ia ( )tB

 

2.3.2 Konverzia Monomiálny - Bézierov tvar (CMB) 
 

Ak potrebujeme vyjadriť riadiace vrcholy  Bézierovej kubiky pomocou 
monomiálnych riadiacich bodov , i = 0,1,2,3 využijeme konverziu Monomiálny – 
Bézierov tvar  

iV

ia

0 0
1
31 1
2 1

2 23 3

3 3

1 0 0 0
1 0 0

1 0

1 1 1 1

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥

⎤
⎢ ⎥ ⎢

⎢ ⎥
⎥

⎢ ⎥ ⎢= ⎢ ⎥
⎥

⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥

⎥
⎢ ⎥ ⎢

⎢ ⎥
⎥

⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦

V a
V a
V a
V a ⎦

, 

čo možno zapísať 
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1
BM −= ⋅V a ,    (2.7) 

kde 1
BM −  je inverzná matica k matici BM . Teda vstupnými údajmi sú v tomto prípade 

monomiálne riadiace body  a výstupnými súradnice riadiacich vrcholov  krivky 
 a výpočet (2.7) nazývame konverziou krivky vyjadrenej v monomiálnom tvare 

na Bézierovu krivku, ozn. CMB. 

ia iV
( )tB

 
Prvky matíc BM , 1

BM −  vieme zapísať aj pomocou kombinačných čísel. Teda 
predchádzajúci text môžeme zhrnúť do vety 2.2. 
 
Veta 2.2 Nech 

0

1

2

3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

a
a
a
a

a , 

0

1

2

3

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

V
V
V
V

V  

a nech matice BM , 1
BM − , sú definované nasledovne 

( ) 3

,

-1           ak 

      0                      inak

i j i
i j

B i j

i j
M M

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ≥⎪= = ⎨
⎪⎩

, 

( )
( )1 1 3

,

                 ak 

0                     inak

i
j

jB i j

i j
M M− −

⎧
≥⎪= = ⎨

⎪
⎩

, 

kde . Teraz dostaneme vyjadrenie pre monomiálne riadiace body  
a Bézierove riadiace vrcholy  

0 ,i j≤ ≤ 3

iV

ia

iV

  ,   (2.8) ( ) 3

0
-1  

i
i j i

i i j
j

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

=∑a

( )
( )3

0

ii
j

i i
jj=

=∑V a . 

 

2.3.3 Inverzia Bézierov – Polynomický tvar (IBP) 
 

Nech je krivka tretieho stupňa vyjadrená ako graf polynomickej funkcie 
s parametrom t, môžeme písať 

     ,   (2.9)  2
0 1 2 3( )y v t a a t a t a t= = + + + 3

kde  sú skaláry. Krivka, ktorú sme zapísali v (2.9), môže byť myslená ako paramet-
rická krivka [kap. 1.1] tvaru 

ia

( )
( ) ( )

x t tx
y

v ty y t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

,  t J∈ ,   (2.10) 
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kde J predstavuje interval, na ktorom je funkcia definovaná. Zamerajme sa najskôr na 
parameter 0,1t∈ . V algoritmoch Bézierovho orezávania budeme pracovať s funk-
cionálnou Bézierovou krivkou, ktorá sa radí medzi neparametrické krivky. Pokúsme 
sa teraz prepísať Bézierovu kubiku do podoby funkcionálnej krivky 3. stupňa. Aby 
sme zapísali Bézierovu krivku vo funkcionálnom tvare, znížime prvú súradnicu tak, 
aby bola lineárne polynomická: 

( )
( ) ( )

( )
x t t

t
v ty t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

B , pre 0,1t∈ , 

a ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0,3 1 1,3 2 2,3 3 3,3v t v B t v B t v B t v B t= + + + , kde vi∈\ , i = 0,1,2,3, sú Béziero-
ve ordináty (skalárne hodnoty). [5, str. 54-55] 

Základné vyjadrenie Bézierovej krivky (1.4) definuje krivku, ktorá svoje ria-
diace body V1, V2 len aproximuje. V našich aplikáciách vyžadujeme, aby Bézierova 
krivka prechádzala „presne“ cez zadané body, t.j. ich interpolovala. 

Nech sú dané Bézierove riadiace body [ ]3,i i vV i , i = 0,1,2,3 (obr. 5). Potre-

bujeme vyšetriť súradnice dátových bodov [ ]3,i i rR i  pomocou daných riadiacich 
bodov  na Bézierovej krivke. Tieto body  nech sú body krivky B(t) pre hodnoty 
rovnomerne rozmiesteného parametra t: 

iV iR

0 1 2 30, 1 3,  2 3,  1t t t t= = = =  (všeobecne 
ich prvá súradnica je { }3,  0,1,2,3it i i= ∈ ). Potom môžeme zapísať 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
0 0 1 1 2 2 3 3

3
3

3 3 3i

i
i

v B i v B i v B i v B i
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦
R B

3
. (2.11) 

 

 
 

Obr. 5 Inverzia Bézierov – Polynomický tvar (IBP) a Polynomický – Bézierov tvar (IPB) 
 
Vychádzajme zo vzťahu (2.3). Keďže parameter 3t i= , dostávame 

    ( ) ( ) ( )2 3

0

1
3 3 3 3

2

3

1 0 0 0
3 3 0 0

1
3 6 3 0
1 3 3 1

i i i i

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥−⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢= ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

V

V
B

V

V

, (2.12) 

Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 22



Algoritmické riešenia pre prienik čiar (metóda Bézierovho orezávania) 
 

a pre  dosadením do rovnosti (2.11) dostávame 0,1, 2,3i =

( )
( )
( )
( )

0 0
1 8 12 6 1
3 27 27 27 271 1

1 6 12 822 227 27 27 273

3 3

0 1 0 0 0

0 0 0 11

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢= =⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

R
R
R
R

B
⎤
⎥

⎥ ⎥
⎥ ⎥

⎥
⎦

V
B V

VB
V

B

  (2.13) 

a môžeme písať 
   IBPI= ⋅R V .    (2.14) 

Vstupnými údajmi sú súradnice riadiacich vrcholov iV  a výstupnými body 

( )3 ,i
i r=R i  krivky  a výpočet (2.14) nazývame inverziou Bézierovej krivky za-

danej svojimi riadiacimi vrcholmi na krivku vyjadrenú ako polynomickú funkciu, 
ozn. IBP. 

( )tB

 
 

2.3.4 Inverzia Polynomický – Bézierov tvar (IPB) 
 

Inverzný postup, v ktorom poznáme body  a chceme určiť body iR iV , mô-
žeme zrealizovať  

0 0
15 54 27 6

18 18 18 181 1
6 27 54 15

2 218 18 18 18

3 3

1 0 0 0

0 0 0 1

− −

− −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦

R
R
R
R

V

V

V

V

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

 

a možno písať 
    1

CBPI −= ⋅V R .   (2.15) 
Dostávame inverznú maticu 1

CBP CPBI I− =  pre výpočet zvyšných neznámych vrcholov 

1,  2V V  Bézierovej krivky. Maticovú rovnosť (2.15) môžeme znovu zapísať ako sús-
tavu rovností 

0 0=V R  

1 0 1 2
15 54 27 6 
18 18 18 18

= − + − +V R R R 3R  

2 0 1 2
6 27 54 15 

18 18 18 18
= − + −V R R R R3  

3 3=V R . 

Teda vstupnými údajmi sú body ( )3 ,i
i r= i  k  a vR rivky (tB ýstupnými súradnice ria-

diacich vrcholov i

)

V  a výpočet (2.15) nazývame inverziou krivky vyjadrenej ako po-
lynomická funkcia na Bézierovu krivku, ozn. IPB. 

Mgr. Vladimír Palaj, KAGDM, oddelenie geometrie  
FMFI UK, Mlynská Dolina, 842 48 Bratislava, SLOVENSKÁ REPUBLIKA 23



Algoritmické riešenia pre prienik čiar (metóda Bézierovho orezávania) 
 

Priamo z (2.15) vyplýva, že pre prvé súradnice bodov iV  dávajú rovnosti 
hodnoty 3i , kde . Teda výpočet sa zjednoduší na výpočet iba druhých 
súradníc bodov 

0,1, 2,3i =

iV  a môžeme písať 

0 0v r=  

1 0 1 2
15 54 27 6= + +
18 18 18 18

v r r r− − 3r  

2 0 1 2
6 27 54 15= 

18 18 18 18
v r r r− + − 3r  

3 3= v r .      (2.16) 
 
Ak by sme uvažovali o krivke (ako polynomickej funkcii) na ľubovoľnom intervale 

,t a b∈ , hodnoty parametra t pre určovanie bodov  (a tým aj bodov 

riadiacej lomenej čiary 

0 1 2,  ,  ,R R R R3

30 1 2, , ,V V V V ) nebudeme vyčísľovať pomocou 
3i
it = , kde 

{ }0,1,2,3i =  ale hodnotu parametra určíme: ( )
3i

i b a
t a

−
= +  pre { }0,1,2,3i = . Kon-

krétne pri Bézierovom orezávaní v  [kap. 3.1] budeme pri každej iterácii danej 
krivky využívať metódu konverzie CPB pri výpočte druhých súradníc tých nezná-

mych vrcholov, ktoré odpovedajú hodnotám parametra 

2E

( )
3i

i b a
t a

−
= + , kde 

{ }1,2i = , teda okrem prvého a posledného vrcholu, pretože tie sú dopredu známe. Je 
to rýchly a nenáročný výpočet, pri ktorom však nesmieme zabúdať na fakt, že vstup-
ným intervalom je ,t a b∈ , no neskôr sa { }, , ,   0,1,  ...j jt a b a b j∈ ⊂ ∈ . Pri dele-

ní intervalu ,a b  dostávame usporiadanú štvoricu hodnôt 

( ) ( )1. 2.
, , ,

3 3
b a b a

a a a b
− −

+ +  = 2 2, , ,
3 3

a b a ba + + b  = , , ,a c d b , 

ako je uvedené na obrázku 6. 
 

 
 

Obr. 6 Delenie intervalu a, b  polynomickej funkcie 
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2.4 Geometrická konštrukcia bodov V1, V2  
 
Veta 2.3 Bod riadiaceho polygónu 1V  je priesečníkom priamky :  1 3 0m x − =  
s dotyčnicou n ku grafu funkcie  v bode ( )tB 0V . 
Dôkaz: Derivácia krivky v bode 0V  (t.j. pre 0t = ) má tvar 

( ) ( )1 0' 0 3= −B V V . 
Ak má bod 1V  incidovať s priamkou m, jeho prvá súradnica je tým jednoznačne ur-
čená; 1 1 3xv = . Priamku n zapíšeme v parametrickom vyjadrení 

 ( )0 1 0:  = 3n s+ −X V V V , 

kde  a s∈\ ( ) ( )1 0 1 01 3, y yv v− = −V V :  

   10 3.
3

x s= +  

     ( )0 1 03.y y yy v v v s= + − ,  . s∈\
Zistime prienik priamok m, n 

( )0 1 0:  3. .1 3y y ym n y v v v v∩ = + − = 1
y  

           1 3x = . 
Bod so súradnicami 11 3, yv⎡⎣ ⎤⎦  je prienikom priamok m a n (obr.7).  
 

 
 

Obr. 7 Geometrická konštrukcia bodov V1,V2

 
Analogicky sa dá dokázať nasledujúca veta. 
 
Veta 2.4 Bod riadiaceho polygónu 2V  je priesečníkom priamky :  2 3 0p x − =  
s dotyčnicou q ku grafu funkcie  v bode ( )tB 3V . 
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Kapitola 3  
 

Algoritmy Bézierovho orezávania 
 
 
 

3.1 Korene polynómov 
 

Problematika hľadania koreňov polynómov je založená na hľadaní prieniku 
osi t s grafom daného polynómu (polynomickej funkcie). Našou úlohou bude nájsť 
množinu všetkých koreňov využijúc tzv. metódu orezávania4 konvexného obalu 
krivky (obr.13); pozri [16]. Krivka je zadaná ako polynomická funkcia parametrom t, 
t.j. 

0 1( ) a a  ... a n
ny v t t t= = + + + , ,t a b∈ . 

Proces vyšetrovania koreňov polynómov uvedieme na príklade kubickej Bézierovej 

krivky , pre ( )
3

,3
0

( ) i
i

t B t
=

= ∑ VB i ,t a b∈ , teda aj polynomickej funkcie stupňa 3 

( ). 2 3
0 1 2 3( ) a a a av t t t t= + + +

Aby sme vylúčili tie prípady polôh kriviek, kedy nie je potrebné počítať prienik 
krivky a priamky (parametrickej osi t), urobíme predspracovanie týmito dvomi tes-
tami.  

 
Test A 
(vylúčenie prípadov metódou prieniku konvexného obalu Bézierovej krivky 
a parametrickej osi t) 

Parametrická os t v rovine je daná rovnicou 0y =  a rozdeľuje rovinu na dve polrovi-
ny.  
 

                                                 
4  Z anglického clipping 
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Tvrdenie 3.1 Body X [ , ]x y=  roviny spĺňajúce podmienku 0ax by c+ + >  patria jed-
nej polrovine určenej priamkou 0ax by c+ + = . Analogicky body  spĺňajúce pod-
mienku , patria druhej polrovine.  0ax by c+ + <
 

Pre priamku , ak hodnoty druhých súradníc bodov :l y = 0 X [ , ]x y=  sú všet-
ky väčšie ako nula, patria jednej polrovine; ak sú všetky menšie ako nula, patria dru-
hej polrovine. Na základe tohto tvrdenia vyriešime, či má krivka prienik s osou t. Ak 
všetky body [ , ]i i ix y=V 0,...,3i∈,  riadiaceho polygónu ležia v jednej polrovine, t.j.  

, resp. :i∀ 0i iax by c+ + > :i∀ 0i iax by c+ + < , os t nepretína konvexný obal riadia-
cich vrcholov krivky. Pretože krivka leží v konvexnom obale svojich riadiacich vr-
cholov, os t nepretína ani krivku. V prípade, ak aspoň jeden bod riadiaceho polygónu 
krivky leží v opačnej polrovine (t.j. konvexný obal krivky má prienik s osou t), pred-
pokladáme prienik samotnej krivky s danou osou t, hoci nemusí existovať. Týmto 
spôsobom vylúčime „nevhodné“ prípady. Na obr. 8b ilustrujeme vylúčený prípad. 
 

 
 

Obr. 8 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky a parametrickej osi t 
a) c) Možný prienik  b) Vylúčený prípad 

 
Test B 
(prieniku konvexného obalu Bézierovej krivky s osou t) 

Test využíva, ako z názvu vyplýva, vlastnosť konvexného obalu Bézierových kriviek 
z vety 1.3.II. Na základe tejto vlastnosti vieme zistiť, v ktorých prípadoch krivka ur-
čite nepretína os t, resp. ak pretína, tak s istotou dokážeme vyriešiť iba prípady, keď 
prienikom konvexného obalu s osou t je začiatočný alebo koncový bod riadiacej lo-
menej čiary, a teda aj bod krivky. Na obrázkoch 9 – 11 sú ilustrované niektoré prí-
pady, konkrétne tie, pre ktoré konvexný obal pretína os t v špecifickej oblasti, a to 
napr. vo vrcholoch, stranách konvexného obalu a niektorých úsečkách tvorených vr-
cholmi konvexného obalu. Konvexný obal riadiacich vrcholov Bézierovej krivky 
označíme KO. Pre Bézierovu kubiku môžu nastať nasledovné prípady: 
 

• ak K  ⇒  krivka nepretína os t, t.j. O t =∅∩ ( )t t =∅B ∩  
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Obr. 9 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou t – prázdna množina 
 

• ak { } { }
( )
( ) { }

 pre 1  2  
KO ,  0,...,3 ,  tak   

 pre 0  3  i
i

i i t t
t i

i i t t t

= ∨ = ⇒ =∅
= ∈

= ∨ = ⇒ =

∩
∩

∩

B
V

B
 

 

  
 

  
 

Obr. 10 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou t – jeden bod 
 

• ak   KO = PQ∩ t úsečka ⇒ ( )tB ∩ t  môže byť ∅ , { }1 2 3, ,t t t , { }1 2,t t , { }1t , 

,a b , kde 1 2 3, , ,∈t t t a b  
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Obr. 11 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou t – úsečka 
 

Vráťme sa späť k vyšetrovaniu koreňov polynómov. Postup vyšetrovania ko-
reňov spracujeme vo forme algoritmu. Nech sú dané: 

• polynóm definovaný funkcionálnou rovnicou 
2 3

0 1 2 3( )y v t a a t a t a t= = + + + , ,t a b∈  
• parametrická os t rovnicou 

y = 0  (obr. 12) 
 
PT algoritmus (Polynom-Parametric axis t algorithm):  
 

1. Určenie vrcholov riadiacej lomenej čiary pre 0t a=  a pre 3t b= : 

, ( )0 ,a v a= ⎡ ⎤⎣ ⎦V ( )3 ,b v b= ⎡ ⎤⎣ ⎦V a algoritmom CPB vypočítame zvyšné Bé-

zierove riadiace vrcholy 1 1
2 ,

3
a b v+⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

V , 2 2
2 ,

3
a b v+⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

V  pre 

1
2

3
a bt +

= , 2
2

3
a bt +

=  
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Obr. 12 Zadanie CL algoritmu a konverzia CPB pre t intervalu a, b  
 

2. Určenie konvexného obalu krivky  ( )tB
3. Test A 

(vylúčenie „nevhodných“ prípadov metódou prieniku konvexného obalu 
Bézierovej krivky a parametrickej osi t) 

4. Test B  
(prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou t) 
Ak  je úsečka , KO t∩ PQ

tak body  ležia na priamke t a majú súradnice ,P  Q [ ]min= ,0P t , 

[ ]max= ,0Q t  a prejsť na krok 5, 

inak  ak  je bod KO t∩ iV , { }0,...,3i∈ , 
tak  ak i i0  3= ∨ = ,  

tak ( ) { }it t t=∩B , 

   inak ( )t t =∅∩B  

 inak  ( )t t =∅B ∩  a algoritmus skončí. 
 

5. Pre hodnoty , vyčísliť body odpovedajúce na krivke min max,  t t ( )mintB , 

 zadanej krivky ( maxtB ) ( )tB . Dostávame novú „orezanú“ krivku. 
6. Test C 

(percentuálne porovnanie zmeny novovzniknutého intervalu min max,  t t  vo-

či pôvodnému ,  a b , resp. predchádzajúcemu intervalu)   5

                                                 
5 Inak povedané, ak sa pri opakovanom orezávaní nezmenil predchádzajúci interval 

min max,t t  voči novovzniknutému o viac ako napr. 15%, môžeme predpokladať 

viac koreňov polynómu. Vtedy sa pre hodnotu parametra 0 max min / 2t t t= −  interval 
rozdelí na 2 menšie intervaly a pokračujeme s orezávaním pre každú časť samo-
statne. 
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Ak max mint b aδ− ≤ − , t
tak choď n

inak

a krok 7, 

 pre max
0 2

t =  ro  dve nové 

Bézierove krivky 

mint t−
zdeľ Bézierovu krivku na( )tB  

( )1 tB , min 0,t t∈ t , ( )2 tB , 0 max,t t t∈  a späť na 

. Späť na krok 2. PT algoritmus sa zastaví, keď vzdialenosť
krok 1 pre obidve nove krivky. 

7  min max,t t ε< . 

etre δ, ε s zdialenos
 
Param ú dopredu pevne zvolené, napr. v tný parameter  inter-
valu min max,  t t  po orezaní môže mať hodnotu 0,005ε =  a paramete -
tuálnej zmeny novovzniknutého intervalu voči predchádzajúcemu 0,85

r percen
δ = . 

Hodnoty parametrov sú zatiaľ odhadnuté. Ich presnejšie odhady budú známe až 
po experimentálnej časti projektu. 

 

    

 
 

Obr. 13 PT algoritmus 
 

Musíme pripomenúť, že výstupnými hodnotami PT algoritmu sú najviac tri (0 
až 3) korene polyn etože algoritmus dáva pri každom orezaní ako návratovú 
hodnotu interval 

ómu. Pr
min max,t t , skutočnosť, že nastane situácia, keď min max,t t ε< , bu-
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deme považovať za cieľovú a ako približnú hodnotu koreňa polynómu prehlásime 
tervastred in lu min max,t t . 

 

3.2 

na typ úlohy hľadania k

Prieniky typu KRIVKA – PRIAMKA 
 

Problém vyšetrovania prieniku priamky s krivkou sa budeme snažiť previesť 
oreňov polynómov. Základným krokom algoritmu bude vy-

tvorenie „novej“ Bézierovej krivky; presnejšie budeme určovať jej riadiace vrcholy 

3 ,i
i id⎡ ⎤= ⎣ ⎦D , 0,1, 2,3i =  tak, že súradnica  bude vyjadrovať orientovanú vzdiale-

nosť ri .  Samozrejme, aj tu uvádzame príklad Bézie-
rovej kubiky. 

N i i
i

B t
=

= ∑ V , kde , 

id

adiaceho vrcholu iV  od priamky

ech je daná Bézierova krivka ( )tB ( )
3

,3
0

,x y
i i iv v⎡ ⎤= ⎣ ⎦V

0,1t∈ , teda jej parametrické vyjadren

,3
0

x
i i

i

ie 

( )
3

( )x t B=∑ t v
=

, y t B t v=   (3.1) ( )
3

,3
0

( ) y
i i

i=
∑

a nech priamka l je zadaná implicitne 
:    l ax by c 0+ + = . 

oeficienty a, b, c sú upravené tak, aby platilo K 2 2 1a b+ = , t.j. rovnica priamky l je 
upravená na normovaný tvar (normálový vektor ( ),a b  upravíme na jednotkový). 
 

Vyšetrujme bod na Bézier zároveň ke
dý bod ky v e vy

ovej krivke tak, aby  patril priam  l, t.j. 
jadriť  

      

bod, ktorý má od priamky l nulovú vzdialenosť. Pre kaž kriv iem
jeho orientovanú vzdialenosť  

( ) ( ) ( )d t ax t by t c= + +   (3.2) 
Po dosadení parametrických rovníc (3.1) Bézierovej krivky do (3.2) dostávame 

( ) ( ) (x y
i i i i i

i i i

d t a B t v b B t v c B t
= = =

+∑ ∑ ∑

0 0

x y
i i i

i i
av bv c B t

= =

= + + =∑ ∑  

c

 

3 3 3

,3 ,3 ,3
0 0 0

( ) )= + =  

  ( ) ( ) ( )
3 3

,3 ,3i id B t ,  (3.3) 

kde  
x y

i i id av bv= + +    (3.4) 
Funkci kcia 
tretieho stupňa.  

Pre výpočet orientovanej vzdialenosti bodu od priam

u ( )d t  nazývame vzdialenostnou funkciou a je to vlastne Bézierova fun

ky sa používa vzťah 

2 2

x y
i i

i
av bv cd

a b
+ +

=
+

.   (3.5) 
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V našom prípade je 2 2 1a b+ = , preto (3.4) bude určov dialenosť id  

dujúcej 

ať orientovanú vz
riadiaceho vrcholu  l. Predchádzajúci postup dokazuje platnosť nasle-

lemy. 
 
Lema 3.1 Pre orientovanú vzdialenosť  bodu 

 iV  od priamky

( )d t ( ) ( )( ) ,t x t y t= ⎡ ⎤⎣ ⎦B  Bézierovej 

krivky 
0

( )
i

t B
=

= ∑B , kde v( ),3i it V v
3

,x y
i i i 0,1t⎡ ⎤= ⎣ ⎦V , ∈  od priamky 

0i=

=

    kde 

:    0l ax by c+ + =  platí  ( ( )
3

,3i id t B t d∑ , )

2 2

x y
i i

i
av bv cd

a b
+ +

= , 0,  ... ,3i∈  
+

je orientovaná vzdialenos ky l. Teda funkcia  je kubická Bé-
zierova p
 

,3
0

i i
i

B t
=

= ∑ V , kde , 

ť bodu  od priam ( )d t
olynomická funkcia. 

3

iV

Veta 3.1 Bod ( )tB  Bézierovej krivky ( )tB ( ) ,x y
i i iv v⎡ ⎤= ⎣ ⎦V

0,1t∈  je priesečníkom krivky s priamkou :    0l ax by c+ + =  práve vtedy, keď čís-

lo 0,1t∈  je ko vzdialenostnej funkcie reňom ( )d t
Dôkaz. 

. 

vaní prieniku krivky a priamky budeme určovať hodnotu para-
me t ktorú

Veta je zrejmým dôsledkom lemy 3.1. 
 

Pri vyšetro
tra  (ak existuje), pre  ( ) 0d t = , t.j. ialenosť“ bodu  od priamky l  

je nulová. Znamená to využiť PT algoritmus. 

vstupné

 „vzd ( )tB

Ku konštrukcii algoritmu krivka - priamka (CL algoritmus) zadáme dátové 
 hodnoty: 

• Bézierova krivka (,3( ) i
i

t B t
=

= ∑B )
3

iV , kde ,x y
i i iv v⎡ ⎤= ⎣ ⎦V , 0,1t∈  

0

(Poznámka: Ak je zadaná iná reprezentácia krivky ako Bézierova, prekonver-
tujeme danú reprezentáciu na Bézierovu formu.) 

 
• priamka l implicitnou rovnicou  

ℓ: ax + by + c = 0 
 

 
L algoritmus (Curve-Line algorithm):  

 
1. Vyčíslenie orientovanej vzdialenosti  (3.4) riadiacich vrcholov Béziero-

vej krivky od danej priamky l (obr. 14 - ) 
 

v normovanom tvare, t.j. koeficienty a, b, c sú modifikované na formu
2 2 1a b+ =  (obr. 14) 

C

id

0 1 2 3, , ,d d d d
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Obr. 14 Zadanie CL algoritmu a vyčíslenie orientovanej vzdialenosti di pre vrcholy Bézierovej 
kubiky 

 

2. Určenie riadiacich vrcholov ,  D D  krivky, kde 0 1 2 3,  ,  D D  novej ;i d⎡ ⎤=D  

 ... ,3
3i i⎢ ⎥⎣ ⎦

pre i = . 0,1, 2,
3. PT algoritmus pre funkciu ( )d t  (obr. 15 ilustruje výsledok PT algoritmu) 

 

 
 

Obr. 15 Výsledok CL algoritmu 
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3.3 Prieniky typu KRIVKA – KRIVKA 
 

Hlavným krokom pripravovaného algoritmu bude transformácia úlohy prieni-
ku typu krivka - krivka na typ úlohy prieniku priamka – krivka, čo urýchli čas výpo-
čtu algoritmu. Druhým dôležitým krokom je zostrojenie hrubej priamky6. Určíme ju 
podľa nasledovnej definície. 
 
Definícia 3.1 Hrubou priamkou Bézierovej krivky v  nazývame každý rovinný 
pás, v ktorom ležia všetky body krivky, pričom hraničné priamky pásu sú rovnobežné 
s priamkou spájajúcou prvý a posledný vrchol riadiaceho polygónu krivky. (obr. 16) 

2E

 

 
 

Obr. 16  Hrubá priamka krivky 
 

Podľa definície 3.1 má Bézierova krivka nekonečne veľa hrubých priamok. 
Naším cieľom je skonštruovať čo možno „najužšiu“. 
 

3.3.1 Konštrukcia hrubej priamky 
 

Nech sú v rovine dané riadiace body  Bézierovej krivky. Zo-
strojme priamku l spájajúcu prvý bod 

0 1 2,  ,  ,  V V V V3

0V  a posledný bod 3V  riadiaceho polygónu. 
Priamka7 0 3l = V V  má normovanú rovnicu 0ax by c+ + = , 2 2 1a b+ = . Pre každý 
vrchol riadiacej lomenej čiary použime vzťah (3.4) na výpočet orientovanej vzdiale-
nosti  bodu  od priamky l; dostávame množinu čísel id iV { }0 1 2 3,  ,  ,  d d d d . Z tejto 
množiny vyberieme minimálnu a maximálnu hodnotu 

{ }min 0 1 2 3min ,  ,  ,  d d d d= d  

{ }max 0 1 2 3max ,  ,  ,  d d d d= d

i

. 

Veta 3.2 Hrubá priamka krivky ( )
3

,3
0

i
i

B t
=
∑ V  je množina bodov 2X E∈ , pre ktoré 

                                                 

3

6 Z anglického  Fat Line 
7 V prípade, že 0 =V V , za priamku l prehlásime priamku rovnobežnú s osou x 
a prechádzajúcu bodom 0 3=V V . 
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min maxXd d d≤ ≤ , 
kde  je orientovaná vzdialenosť bodu X od priamky l. Xd
 
Veta 3.3 Ak má priamka 0 3l = V V  normovanú rovnicu 0ax by c+ + =  , 
tak hraničné priamky  a  hrubej priamky krivky zostrojíme tak, aby boli rovno-
bežné s priamkou l a ich orientovaná vzdialenosť od priamky l je  a ich 
rovnice sú 

( )2 2 1a b+ =

'l ''l
min max,  d d

max' : 0l ax by c d+ + + =  

min'' : 0l ax by c d+ + + = . 
 

Takto zostrojená hrubá priamka (rovinný pás s hraničnými priamkami ) 
obsahuje všetky body konvexného obalu Bézierovej krivky. Pripomíname, že veta 
3.2 platí pre Bézierovu krivku ľubovoľného stupňa. 

',  ''l l

Pre kvadratickú a kubickú Bézierovu krivku však vieme určiť ešte užší rovinný pás 
. Jeho výhodou je urýchlenie algoritmu vyšetrenia prieniku dvoch Bézierových 

kriviek, pozri [14, str. 26-28]. 
' ''l l

 

3.3.2 Kvadratická Bézierova krivka a jej užšia hrubá priamka 
 

Pozrime sa na orientované vzdialenosti bodov kvadratickej Bézierovej krivky. 
Vychádzajme zo vzťahu (3.3) vzdialenostnej funkcie a prepíšme ho pre kvadratickú 
Bézierovu krivku 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

,2 ,2
0 0

x y
i i i i i

i i

d t av bv c B t d B t
= =

= + + =∑ ∑ . 

Nech  sú riadiace body Bézierovej krivky. Určme vzdialenostnú funkciu 0 1 2, ,V V V

( ) ( ) ( ) ( )0 0,2 1 1,2 2 2,2d t d B t d B t d B t= + + . 
Hodnoty , pretože riadiace vrcholy  sú bodmi priamky l, a teda mô-
žeme zapísať 

0 2 0d d= = 0 ,V V2

( ) ( )1 1,2 12 (1 )d t d B t d t t= = − . 

Nájdením extrémov kvadratickej funkcie ( )d t  na intervale ,a b  získame hodnoty 

1
min min 0,

2
dd ⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

1
max max 0,

2
dd ⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
, 

ktorými vieme ohraničiť rovinný pás  užší než hrubá priamka z vety 3.3 (obr. 
17). 

' ''k k
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Obr. 17 Užšia hrubá priamka kvadratickej Bézierovej krivky 
 

3.3.3 Kubická Bézierova krivka a jej užšia hrubá priamka 
 

Vychádzajme znovu zo vzťahu (3.3) pre vyjadrenie orientovaných vzdiale-
ností a zapíšme vzdialenostnú funkciu  pre kubickú Bézierovu krivku 

( ) ( )
3

,3
0

i i
i

d t d B t
=

= ∑ , 0,1, 2,3i = . 

Nech  sú riadiace body Bézierovej krivky. Určme vzdialenostnú funk-0 1 2 3, , ,V V V V
ciu 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0,3 1 1,3 3 3,3t d B t d B t d t d B t= + + + . 
Hodnoty 0d =

2 2,3d B
d = , pretože riadiace vrcholy  sú bodmi priamky l a teda mô-

žeme zapísať 
3 0 0 3,V V

( ) ( ) ( )1 1,3 2 2,3d t d B t d B t= + ,  
teda 

( ) ( )2 2
1 2 13 (1 ) 3 (1 ) 3 (1 ). 1d t d t t d t t t t d t= − + − = − − + 2d t⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Tu m me uvaž
• > , t.j. body  ležia v jednej polrovine vzhľadom na l, dostá-

vame 

už usí ovať dva prípady pre orientované vzdialenosti 1 2,  d d  
ak 1d d2 0 1 2,  V V

{ } ( ) { }1 2 1 2 1 2min 0, , 1 max 0, ,d d t d td d d≤ − + ≤  

a    ( ) { } ( ) ( ) { }1 2 1 23 1 min 0, 3 1 ma ,t t d t t d d− ≤ − . 

Nájdime extrémy funk

, x 0,d d t ≤

cie ( ) ( )3 1t th t = − . Funkcia ( )h t  má extrém pre 1
2t =  

a nadobúda hodnotu ( ) 31
42

h = . Rovinný pás  vieme ohraničiť týmito 

hodnotami 

' ''k k

min 1 2
3 3min 0, ,
4 4

d d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

max 1 2
3 3max 0, ,
4 4

d d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

  (obr. 18) 
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Obr. 18 Užšia hrubá priamka kubickej Bézierovej krivky pre vrcholy Bézierovej krivky ležiace 

v jednej polrovine   
 

• ak , t.j. body  ležia v rôznych polrovinách vzhľadom na l, uva-
žujme prípad keď 

1 2 0d d ≤ 1,  V V2

1 0d ≤ ,  2 0d ≥

( ) ( )1 1 21 1t d t d td td− ≤ − + ≤ 2  

a     ( ) ( ) ( )2 2
1 23 1 3 1t t d d t t t d− ≤ ≤ −

Nájdime extrémy funkcií ( ) ( )23 1m t t t= − , ( ) ( )23 1n t t t= − . Funkcia ( )m t  

má extrémy pre , 1 0t = 1
2 3t =  a nadobúda v nich hodnoty , ( )0 0m = ( ) 41

93
m =  

a funkcia  má extrémy pre ( )n t 3 0t = , 2
4 3t =  a nadobúda v nich hodnoty 

, ( )0 0n = ( ) 42
93

n = .  Z toho vyplýva  

min 1
4min 0,
9

d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,  max 2
4max 0,
9

d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Analogicky pre , 1 0d ≥ 2 0d ≤  dostávame 

min 2
4min 0,
9

d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

, max 1
4max 0,
9

d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Takže môžeme písať spoločne pre 1 2 0d d ≤  

min 1 2
4 4min 0, ,
9 9

d d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

max 1 2
4 4max 0, ,
9 9

d d d⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

  (obr. 19) 
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Obr. 19 Užšia hrubá priamka kubickej Bézierovej krivky pre vrcholy Bézierovej krivky ležiace 

v opačných polrovinách 
 

Teraz pristúpime k vyšetrovaniu spoločných bodov dvoch Bézierových kri-
viek v rovine. Navrhneme striedavo orezávať jednu krivku hrubou priamkou druhej 
krivky, prvú krivku môže pretnúť iba tá časť druhej, ktorá leží v hrubej priamke prvej 
krivky. 
 

Podobne ako pri predchádzajúcom algoritme prieniku priamky s krivkou vyu-
žijeme vzdialenostnú funkciu vrcholov riadiaceho polygónu Bézierovej krivky od 
pevne zvolenej priamky a následne zavedieme novú Bézierovu krivku. Je to kvôli 

tomu, že funkcia  je polynomická funkcia v Bernsteinovom tvare 

a môžeme ju reprezentovať ako Bézierovu krivku v tvare 

( ) ( )
3

,3
0

i i
i

d t d B t
=

= ∑

( ) ( )( ) ( )
3

,3
0

, i i
i

t t d t B t
=

= = ∑D D , 0,1, 2,3i =  

s riadiacimi vrcholmi ;
3i
i d⎡= ⎢⎣ ⎦

D i
⎤
⎥ , pozri [14, str. 28-29]. 

Keďže budeme pracovať aj s orezávaním konvexného obalu, môžeme hovo-
riť, že CC algoritmus je spojením algoritmov PT a CL. Aby sme vylúčili tie prípady 
polôh kriviek, kedy nie je potrebné počítať prienik kriviek, urobíme predspracovanie 
nasledovným testom. 
 

Test D 
(nepretínanie sa konvexných obalov dvoch Bézierových kriviek pomocou 
minmax obalov8) 

Jednoduchou metódou na zistenie, či sa konvexné obaly dvoch Bézierových kriviek 
pretínajú, je využitie minmax obalov. 
 
Definícia 3.2 Nech je daná krivka , ( )tB ,t a b∈ . Minmax obalom nazveme naj-
menší axiálny rovnobežník, ktorý obsahuje konvexný obal krivky . ( )tB
 

                                                 
8 Z anglického  Minmax bounding box 
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To znamená, že jeho ľavý dolný roh má súradnice ( )min min,x y  a pravý horný 

roh , pričom ( max max,x y ) minx  resp. maxx  je minimálna resp. maximálna hodnota x sú-
radníc a  resp.  je minimálna resp. maximálna hodnota y súradníc všetkých 
vrcholov riadiaceho polygónu (obr. 20), pozri [15, str. 146-147]. Po jeho vytvorení 
môžeme v krátkom čase zistiť prienik minmax obalov dvoch kriviek. 

miny maxy

 

 
 

Obr. 20 Minmax obal 
 

Teraz sa zamerajme na konštrukciu algoritmu prieniku dvoch Bézierových 
kriviek, pričom využijeme metódu hrubej čiary. Nech sú dané krivky svojimi riadia-
cimi vrcholmi: 

• , ( )
3

,3
0

( )
=

= ∑V Vi i
i

t B t ,∈t a b , 

( )
3

,3
0

( )
=

= ∑P Pi i
i

s B s , ,∈s m n         (obr. 21). 

(Poznámka: Ak je zadaná iná reprezentácia krivky ako Bézierova, prekonver-
tujeme danú reprezentáciu na Bézierovu formu.) 

 
 

Obr. 21 CC algoritmus:  zadanie 
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CC algoritmus (Curve-curve algorithm): 
 

1. Test D  
(nepretínania sa konvexných obalov dvoch Bézierových kriviek pomocou 
Minmax obalov) 
Ak sa konvexné obaly pretínajú, tak choď na krok 2, 

             inak sa krivky nepretínajú a algoritmus 
skončí 

2. Konštrukcia hrubej priamky  krivky , ' ''l l ( )sP ,∈s m n  v smere priamky 
 (obr. 22) 0 3P P

Ak vstupné krivky sú druhého alebo tretieho stupňa, podľa postupov uvede-
ných v podkapitolách 3.3.2, 3.3.3 je vhodné zúžiť hrubú priamku na užší 
rovinný pás. 
 

 
 

Obr. 22 CC algoritmus:  konštrukcia hrubej priamky a orientované vzdialenosti 
 

3. Konštrukcia priesečníkov krivky ( )tV  s priamkami 'l  a , t.j. ''l
 
CL algoritmus: 

4. Orientovaná vzdialenosť 2 x y
i i id av bv c= + +  vrcholov riadiaceho polygónu 

 od priamky l: dostávame množinu 0 ,  ... ,V 3V { }2 2 2 2
0 1 2 3, , ,d d d d  

5. Určenie riadiacich vrcholov  novej Bézierovej krivky, kde 0 1 2 3, , ,D D D D

2;
3
⎡= ⎢⎣ ⎦

Di i
i d ⎤

⎥  pre 0,1, 2,3=i . 

6. Stotožnenie priamky l s parametrickou osou t. 
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7. Priamky  min max,  :l l 1
max max max    l l ll d∧ =&  

1
min min min    l l ll d∧ =&  

 

 
 

Obr. 23 CC algoritmus:  novovytvorená Bézierova krivka 
 
 Upravený PT algoritmus: 

8. Určenie konvexného obalu novovytvorenej krivky s vrcholmi D , 
 

i

0,1, 2,3=i
9. Test A 
10. Test B 
11. Priemet prieniku  na os t, čo je min KO∩l * *

1 2,t t , resp. . * *
1 2=t t

Priemet prieniku  na os t, čo je max KO∩l ** **
1 2,t t , resp. . ** **

1 2=t t

12. Určenie ,  z množiny mint maxt { }* * ** **
1 2 1 2, , ,t t t t  

13. Pre hodnoty ,  vyčísliť body odpovedajúce na krivke mint maxt ( )mintV , 

 pôvodnej krivky ( maxtV ) ( )tV . Dostávame orezanú krivku ( )V' t , pre 

ktorú , ( ) ( )min0 t=V' V ( ) ( )max1 t=V' V . 
14. Test C 

(percentuálne porovnanie zmeny novovzniknutého intervalu min max,  t t  vo-

či pôvodnému ,  a b , resp. predchádzajúcemu intervalu) 

Ak max mint t b aδ− ≤ − , 
tak choď na krok 15, 
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inak pre max min
0 2

−
=

t t
t  rozdeľ Bézierovu krivku ( )tB  na dve nové Bézie-

rove krivky ( )1V ' t , min 0,∈t t t , ( )2V ' t , 0 max,∈t t t  a choď na krok 15 pre 
obidve nové krivky. 

15. CPB – pre krivku ( )tV' , resp. pre krivky ( )1V ' t , ( )2V ' t . 
16. Späť na krok 1 (CC algoritmus  upravujeme pre druhú krivku a opakujeme, 

pokiaľ min max, ε<t t  (resp. min 0, ε<t t , 0 max, ε<t t ),  

 min max, ε<s s (resp. min 0, ε<s s , 0 max, ε<s s ), 
 pričom ε  je dopredu pevne zvolená hodnota). 
 

 
 

Obr. 24 CC algoritmus:  výsledok 
 

V CC algoritme sme použili upravený PT algoritmus namiesto klasického, 
pretože dáva kratší čas na orezanie, ale širšiu hrubú priamku v každom cykle algo-
ritmu, čo sa pri programovej implementácii javí ako podstatná výhoda. 
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Kapitola 4  
 

Záver a ďalšia práca 
 
 
 

Modelovanie kriviek v CAGD prezentuje veľký fenomén v podobe algorit-
mických riešení vyšetrovania prieniku kriviek. Pretože naša práca, ako už bolo 
v úvode spomenuté, zahŕňa zatiaľ planárne konštrukcie a algoritmy, bude potreb-
né rozšírenie rovinných vzťahov na priestorové, čiže prechod z E2 do priestoru E3. 
Snaha využiť vlastnosti dvojrozmerných matematických objektov v priestore E3 bude 
vyžadovať napr. aj zmenu reprezentácie Bézierových kriviek na iný typ kriviek, nové 
konverzie, resp. inverzie medzi reprezentáciami kriviek, rozšírenie hrubej priamky na 
„hrubý pás“ a v neposlednom rade i zmena vzdialenostnej funkcie pre priestorové 
krivky. 

Ako sme naznačili už v úvodných kapitolách, celá práca je založená na teórii 
Bézierových kriviek a ich vlastnosti konvexného obalu. Je nevyhnutné spomenúť, že 
Bézierove krivky majú okrem mnohých výhod aj isté nevýhody. Preto sa zameriame 
na iné typy kriviek. 

4.1 Bézierovo orezávanie pre nebézierovské krivky 
 

Nevýhody Bézierových kriviek „odstraňujú“ rôzne druhy splajnových kri-
viek, ktoré  sú mnohé interpolačné a majú výhodu lokálnej zmeny; pri zmene jedného 
vrcholu riadiacej lomenej čiary sa zmenia len v okolí tohto bodu. Našťastie, segmen-
ty splajnových kriviek možno vyjadriť v tvare Bézierových kriviek a preto možno 
uvažovať aj o rozšírení Bézierovho orezávania na takéto krivky. 

Vlastnosť konvexného obalu majú aj mnohé triedy splajnových kriviek, teda 
nielen ich jednotlivé segmenty. Pokúsime sa zistiť, do akej miery možno previesť 
idey Bézierovho orezávania do tejto oblasti. 
 

Pretože metóda Bézierovho orezávania má veľa nedoriešených otázok, spo-
meňme aspoň niektoré, ktorým sa budeme ďalej venovať: 
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4.2 Konvergencia Bézierovho orezávania 
 

Ako z názvu vyplýva, bude reč o dôkaze, ktorý zabezpečí, že po konečnom 
počte krokov orezávania konvexného obalu krivky [podkap. 3.1] bude vzdialenosť 
bodov ,  parametrickej osi t menšia ako kladná konštanta ε vopred zadaná, t.j. tmin tmax

min max,t t ε< . Ide o dôkaz, prostredníctvom ktorého ukážeme, že priesečník krivky 
s osou t naozaj existuje a s istou odchýlkou ho dokážeme vyčísliť ako stred úsečky 

min maxt t . 

4.3 Programová realizácia 
 

Podstatou programovej realizácie algoritmov opísaných v kapitole 3 bude ich 
implementácia do programovacieho jazyka Pascal v prostredí Delphi 4.0. Pretože al-
goritmy sú pomerne náročné, bude potrebné doriešiť veľa problémov spojených 
s prepisom do aktuálneho programovacieho jazyka a vizualizáciou geometrických 
situácií skúmaných kriviek. Predmetom ďalšej práce sa stáva aj rozšírenie stupňa n 
Bézierových kriviek na stupne väčšie ako 3, poprípade nájsť a overiť vzťahy Bézie-
rovho orezávania euklidovského priestoru vyššej dimenzie. 

Pri riešení prienikov kriviek môžeme vyšetrovať správnosť výsledkov aj analy-
tickým spôsobom. Považujeme to za matematicky presný a správny postup riešenia 
koreňov polynómov. 

Prínos našej práce predpokladáme aj v algoritmickom riešení problému prieni-
ku kriviek v priestore E3. Vyšetrovanie prieniku priestorových kriviek by bolo možné 
na základe vlastností kolmého premietania na dve navzájom kolmé roviny (tzv. Mon-
geovo premietanie).  
 

4.4 Experimenty 
 

V tejto časti sa zameriame na experimentálnu stránku problému. Budeme testo-
vať na mnohých (rádovo desiatkach) náhodných i riadených pokusoch, či algoritmus 
dáva správny výsledok. Ďalej by bolo vhodné overiť chybu, s akou algoritmus pracu-
je a tiež jeho rýchlosť. Z týchto hľadísk porovnáme algoritmus s analyticky presným 
výpočtom (ak je možný) a s klasickými numerickými algoritmami (Newtonov, dele-
nie intervalu a iné). 

Ako sme spomenuli na konci CC algoritmu [kap. 3.3.3], pri probléme vyšetro-
vania prieniku dvoch Bézierových kriviek môžeme využiť dve metódy orezania kon-
vexného obalu krivky pomocou hrubej priamky. Preto bude zaujímavé štatisticky 
overiť  a porovnať rýchlosť konvergencie oboch variantov algoritmu a vybrať vhod-
nejšiu z nich. 
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