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Abstrakt

Hl'adanie bodov prieniku krivky a priamky alebo dvoch kriviek v rovine je zaloze-
né na iterativnej metdde orezdvania. Algoritmy prezentované v tejto praci vychadzaji z
geometrickych vlastnosti Bézierovej reprezentacie kriviek, konverzie medzi jednotlivymi
reprezentaciami kriviek, urenia vzdialenostnej funkcie a hrubej priamky, ktoré s nasled-
ne aplikované v metode Bézierovho orezavania.
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Uvod

Pocitacom podporované projektovanie (CAGD) zahiiia v sebe rdzne aspekty geo-
metrie, pocitatovej geometrie, numerickej analyzy, tedrie aproximacie, datovych Struktar
a pocitacovej algebry. Pojednava o réznych problémoch, v ktorych je geometria spojena
s pocitatovymi algoritmami.

V suvislosti s modelovanim kriviek v CAGD sa zaoberame problematikou vySetro-
vania prieniku kriviek v rovine, ktoré je komplexnym problémom a je zdkladnym medzni-
kom urcujucim nové metddy rieSenia daného problému. V nasom pristupe vySetrovanie
prieniku dvoch kriviek v rovine je rie§ené upravenou metédou Bézierovho orezdvania',
presnejsie jej praktickymi algoritmickymi aplikaciami. Tato metdda bola navrhnutd Nishi-
tom a kol. [1998], pozri [16]. Cielom pre proces vySetrovania prieniku, zatial' dvoch kri-
viek, bolo zapisat’ pomocou algoritmov (zostavenych do troch skupin podl'a objektu sku-
mania) nasledovné problémy:

e korene polynomov (algoritmus pre hladanie prieniku krivky s parametrickou
osou)

o prienik typu priamka - krivka (algoritmus pre hladanie prieniku krivky
s priamkou vo v§eobecnej polohe)

o prienik typu krivka - krivka (algoritmus pre hladanie prieniku krivky s inou
krivkou)

Je zrejmé, Ze zéklad tejto prace tvori pojem krivky, resp. Ciary a jej nasledné geometrické
modelovanie. V predkladanej praci budeme pracovat’ vrovine a to s polynomicky-
mi krivkami tretieho stuptia (n = 3), teda pdjde o rovinné kubické krivky.

Prva kapitola tvori prehlad reprezentacii kriviek. Uvadzame ich definicie
a zékladné vlastnosti, ktoré opisujeme v nasledujtcich kategoéridch. Ststredime sa najma
na Stadium Bézierovych kriviek, ktoré sa daja 'ahko konStruovat’ a o ktoré sa neskor bu-
deme opierat’.

! 7 anglického Bézier clipping method

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE . 6
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Dal3ia kapitola sa tyka vlastnosti konvexného obalu a problematiky konverzii me-
dzi jednotlivymi reprezentaciami Bézierovych kriviek, pricom mnohé skutocnosti st zdo-
vodnené. Urcenie konvexného obalu krivky v rovine sme zjednodusili, kvoli stupiiu n = 3
danej krivky, na hl'adanie konvexnej mnoziny Styroch bodov v rovine.

Tretiu kapitolu tvoria tri algoritmy (PT algoritmus, CL algoritmus a CC algoritmus)
doplnené o vytvorenie tzv. hrubej priamky vhodnej pri vySetrovani prieniku tretieho typu
(CC algoritmus).

Posledna kapitola (zaver a dalsia praca) obsahuje zhrnutie a ciele d’alSieho postu-
pu, ktory bude spocivat’ predovsetkym v hl'adani dokazu konvergencie ,,iteracného* proce-
su, v implementovani algoritmov do programovej realizacie a v Statistickom overeni sprav-
nosti rieSenia.

Autor
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Kapitola 1

Reprezentacie kriviek

Krivky st objekty, ktoré sa Casto pouzivaju v pocitacovej grafike a geometrickom
modelovani. St pouzivané napr. pri vytvarani roznych typov simulécii, pri urCovani tvarov
inych objektov pomocou nich modelovanych, ale hlavne pri definovani, modelovani a mo-
difikovani telies. Existuju viaceré spdsoby, ako reprezentovat krivky. Kvoli poétu a roz-
manitosti reprezentdcii ma kazda z nich svoje vyhody i nevyhody. Pre nase rieSenia sa za-
meriame na jednu z najpouzivanejSich reprezentacii kriviek, a to parametricka reprezenta-
ciu.

Definicia 1.1 Krivkou v E* nazyvame mnozinu bodov
M={XeE" X=f(t); te(ab),
kde f: R — E’ je funkcia opisujica krivku, ¢ je (¢asovy) parameter a <a,b> je interval,

na ktorom je funkcia f'definovana.

Je zrejmé, Ze tvar a vlastnosti krivky s ur€ené vyberom funkcie f a zaroven aj intervalu
<a,b> , t.J. defini¢cnému oboru.

1.1  Analytické krivky

Analyticky mdzeme krivku v E* so stradnicovou sustavou <O, X, y> zadat’ :
o Explicitne vyjadrend krivka moze byt zadand ako graf spojitej funkcie v tvare:
yzf(x), xeJ (1.1)

a byva orientovand v smere rastucej hodnoty x krivky ako funkcie. J predstavuje
interval, na ktorom je funkcia definovana.

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE . 8
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o Implicitne zadavana krivka ma tvar
F(x,y)=0. (1.2)

e Parametricky: x= x(t)

y=y(t), teJ. (1.3)
J predstavuje interval, na ktorom je funkcia definovana.

1.2 Interpolacné krivky

Zostrojenie interpolacnej krivky je zalozené na konstrukcii krivky, ktora prechadza
danymi bodmi. V numerickej matematike sa na vypocet urcitého integralu pouzivajl inter-
polacie pomocou polynémov. V pocitatovej grafike sa pojem interpolacia pouziva na zo-
strojovanie kriviek pre zadané riadiace body, ktorymi krivka prechadza. Problémom je ur-
¢enie hodnoty parametra, pre ktory ziskame dany riadiaci (urcujuci) bod interpolacne;j
krivky. NajzndmejSou interpolacnou krivkou je Hermitova kubicka splajnova krivka. [5,
str. 68-70]

1.3  Aproximacné krivky

Pre aproximacént krivku mame opét” danych niekol’ko bodov, ale nepozadujeme,
aby vSetky body krivka interpolovala. Zaklad konS$truovania takychto kriviek polozili Bé-
zier a Casteljau v rokoch 1959-62. V nasej praci budeme pouzivat pre reprezentovanie kri-
viek zapis

F()=XPo(t), telab),i=0, ...n, neN
i=0

kde P predstavuji riadiace body, ktoré ovplyvituju vysledny tvar krivky a funkcie 6,(¢)
su tvarovacie funkcie, ktoré urcuju, ako prislusné riadiace body ,,posobia“ na tvar krivky.
Riadiace body tvoria lomenu ¢iaru F)F, ... P, nazvant riadiaci polygon. PretoZe body kriv-

ky majt tvar linedrnej kombindcie riadiacich bodov P, suma tvarovacich funkcii je rovna
jednej, t.j. Z 0, (t) =1, pre vSetky ¢. Tento typ krivky nam dava dobré vlastnosti pre mode-
i=0

lovanie a Gpravu pre d’alSie pouzitie.

Do nasledujucej prace su zaradené ako aproximacné krivky Bézierove krivky, kto-
rych vlastnosti st vyuzité v algoritmoch pre vySetrovanie prienikov ¢iar a pomocou kto-
rych dokazeme zistit’ prieniky kriviek i vyssich stupiiov (n > 3).

1.3.1 Bézierove krivky

Zamerajme sa na polynomické krivky. Krivka v rovine je vyjadrend pomocou funk-
cii, ktorych sturadnice st polynomické funkcie. Jej zdkladné vyjadrenie je

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE . 9
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f(t)=[ant” + . tat+ay,bt"+ .. +b1t+b0]=
=[a,.b,]t" + ... +[a,.b]t+[a,b,], [a,.b,]#[0.0],
kde n je stupen polynomu, tvarovacie funkcie su 6, (t) =¢' ariadiace body st P = [ai,bl.]

pre i = 0, ... ,n. PretoZe nepozname presné¢ vzt'ahy medzi tvarom riadiaceho polygénu
a tvarom krivky, musime skimat’ tvarovacie funkcie, ktoré st vhodné na modelovanie po-
lynomickych kriviek.

Definicia 1.2 Pre n € N definujeme (n +1) Bernsteinovych polynomov (funkcii) ako zob-

razenie B, ,:R >R, i€0, ... ,n tak, Ze plati
ny . .
B (t)= (_]z’(l—t)“, 1e(0,1),
’ 1

n . W r o owr i r
kde ( ] j su kombinac¢né ¢isla vyjadrené rekuretne
l

= 1i(n—1).
; .

0 inak

Vlastnosti Bernsteinovych polynomov
(Bernsteinove polynomy stupiia n taktiez nazyvame Bernsteinovymi bdazovymi funkciami stupiia n (veta 1.2

viastnost' 8),; Bernsteinove polynomy sa prvykrat objavili v dokaze Weierstrassovej vety)
[15, str. 131-133]

Grafy Bernsteinovych polynomov pre n =1, 2, 3:

1) . .
=1 B .()=]| |fQ-D""
B, (1) =1-t 0.5
Bu(t) =t _
0 0.5 I
a)
n=2
B _ 2 i 1 2—i
B,,(t) = (1-1)’ 0.5
1.2
B, (1) =2t(1-1)
’ , 0 0.5 I
Bz,z =t b)
MGR. VLADIMfR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE 10
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n=3

3), 3-i
B,,(1) = (i jz’ 1-0)

By, ()= (1-1)’
B, (t) =3t(1-1)’
B, (1) =31’ (1-1)
B, (t)=1

Obr.1 Bernsteinove polynomy a) b) c)

Veta 1.2 Vlastnosti Bernsteinovych polynomov:
(dokazy st uvedené v [17])

1. Nezapornost’ B, ,(t)>0 prekazd¢ i nate <0,1>
2. Rozklad jednotky Z B, ,(1)=1 pre kazdé ¢ € <O,1>
i=0
3. B, 0)=B,, (1)=1; B ,(0)=0 i=l,..,n;
B,1)=0 i=0,..,n-1
4. Symetria: B, ,(1-t)=B,_ (1) i=0, ... ,n
5. Rekurzia (rekurentny vzorec)
B ,()=(1-t)B,, (t)+B_, (1), i=1, ... ,n,
kde B, (t)=0; B, ,(t)=0
6. Derivacie
1. derivacia: B',,(1)=n{B_,, ()~ B, (1)},
kde B, (t)=0; B, (t)=0
2. derivacia: B", (1)=n(n—1){B_,,,()~2B_, ,()+B,,,(1)},
kde B—Z,n—Z (t) = O 5 Bn,n—Z (t) = 0
7. Lokalne maximum
Polyném B, (¢) ma prave jedno lokalne maximumyv ¢ = L.
' n
8. MnoZina {Bl.’n (®),i=0, .. ,n} Jje bazou vektorového priestoru vsetkych
polynomov stupiia <n (rddu n +1).
Vyjadrime B, ,(¢) ako linedrne kombinacie 1, ¢, t*, ..., t" amatica koefi-
cientov je regularna; Konverzia MONOMIALNA — BERNSTEINOVA
BAZA:
MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE 11
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n=1 [1-t {]=[1 ’]{_11 ﬂ

I 0
n=2 [(1=o) 2(1-1) 2 |=[1 ¢ 7] 2 2
I 21
n=3
I 0 0 O
3 2 2 3 2 37| 3 0 0
[(l—t) 3t(1-1)" 3¢ (1-1) th[l t 1] 6 3 0
-1 3 -3 1‘
M

Dalej vyjadrime prvky monomialnej bazy prvkami Bernsteinovej, pretoze
su v praxi Casto pouZzivané; Konverzia BERNSTEINOVA — MONO-
MIALNA BAZA:

n=1 [ d]=[1-¢ t]E ﬂ

1 0 O
n=2 [t e]=[(1-0) 2601=1) 2][1 12 0
1 1 1
n=3
1 0 0 O
1 13 0 0
1 2 .3 — 1_ 3 1_ 2 2 1_ 3
[1¢77] [( 1) 3t(1-1)" 32 t)t}l 23 13 0
‘1 1 1 1‘
M,

Pretoze matica M, je trojuholnikova ina diagondle sa nenachadza

nula, matica M ;' bude existovat’.

Ked’Ze uz pozname vlastnosti Bernsteinovych polynémov, méZeme pomocou
nich definovat’ krivku, kde ulohu tvarovacich funkcii prebert samotné Bernsteinove
polynémy.

Definicia 1.3 Nech V,,V,,...,V, € E(EZ,E3) je dana postupnost bodov v rovine
a funkcie B, (1), te<0,1> su Bernsteinove polynomy. Potom krivku v E (EZ,E3 ) ,

in

ktorej suradnice vyhovuji rovnici

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE ) 12
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B(r) = Zn:Bm (1)v,, te(0,1), (1.4)
i=0

nazyvame Bézierovou krivkou n-tého stupnia. Lomena Ciara spajajica body
V,,V,, ...,V sanazyva riadiaci polygon Bézierove;j krivky.

Viastnosti Bézierovych kriviek
B(t)=> B, 1)V, 1e(0,1)
i=0
VO
. , ;. Vl
Maticovy zéapis: B(¢) = [Bo,n B, @) ..B,, (t)] :

\Y

n

Parametrické vyjadrenie v 3D: V.(x,,y,,z,)

(=Y B, (0)x,
YO=YB,0y  te(ol)

20)=Y B,z

Veta 1.3 Vlastnosti Bézierovych kriviek:

I. Interpolicia koncovych bodov riadiaceho polygonu V,,V :
B(0) =YV, B(1)=V, (vlastnost 3)

II. Konvexny obal®
Pre vsetky ¢ <O, 1> lezi bod Bézierovej krivky B(¢) v konvexnom obale

svojich riadiacich vrcholov.
Dokaz: vyplyva z definicie konvexného obalu [kap. 2.1].
Ukazeme, ze kazdy bod Bézierovej krivky B(f) ma tvar

a,V,+...+a,V, pre konStantné qg,, kde a, >0, Zal:l pre
i=0

i=0, ..,n.

Polozme a, = B, (t). Z vlastnosti Bernsteinovych polynémov (veta 1.2)
vyuZijeme vlastnosti 1. a2., tj. B, ,(t)=0, ZBI.,” (t)=1 pre te <O,1> ,
i=0

potom bod ako linearna kombinécia bodov s nezapornymi koeficientmi
je bod z konvexného obalu riadiacich bodov Bézierovej krivky [1

2 7 anglického Convex Hull

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE ) 13
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III. Vlastnost’ nerasticej variacie’
Pre rovinnu Bézierovu krivku B(7) je pocet priesecnikov danej priamky
s krivkou B(#) mensi alebo rovny nez pocet priesecnikov spominanej
priamky s riadiacim polygonom Bézierovej krivky.

IV. Invariantnost’ vzhl'adom na
a) afinnu transformaciu T priestoru

T[Z B, (r)v,} =2 B, (OT(V)
i=0 i=0
b) afinnu transformaciu parametra

thn(t)V thn[

V. Pseudolokalne riadenie

j L uelab), re(0,])

Bernsteinov polyném B, () ma jedin¢ lokalne maximum pre ¢ =—. To
n

znamend, Ze ak sa zmeni jediny vrchol krivky V,, tak sa zmeni len je-
diny ¢len analytického vyjadrenia krivky ato B, ,(¢)V,. Tento sa vSak

. . . I
najviac zmeni v okoli parametra ¢ = —.
n

V1. Svymetrickost’ (sumernost’)

Bmziaﬂmf Zle

VII. Derivacie Bézierovej krivky

n—1
1. derivacia: B(1)=n) B, (1).AV,, kde AV, =V, -V,
i=0
teda B'(r) je Bézierova krivka (n-1) stupnia vo vektorovej zlozke

E(E2 E3) s riadiacimi vrcholmi nAV,, i=0,1, ... ,n—1

2. derivacia: B"(t)=n(n- IZBl”(t)( =2V, + V)

i+1
i=0

( ZE”@AV,

kde A”V;=:§:(—1y"[fJVFj
=0 J '

Pre koncové body Bézierovej krivky B(z) = ZBW @)V, :

i=0

r. derivacia: B (t)—

3 7 anglického Variation Diminishing Property
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ALGORITMICKE RIESENIA PRE PRIENIK CIAR (METODA BEZIEROVHO OREZAVANIA)

n—1
B'(0)=nY_ B, (0)AV, =nAV, =n(V,-V,)
i=0

n—1
B'(1)=nY B, ,(DAV, =n(V,-V, )

i=0

Geometrickd interpretacia 1. derivacie (vektor) v koncovych bodoch: je rov-
nobeznd sprvou resp. poslednou stranou
V,V,, ...,V _V .

n-1

riadiaceho  polygonu

B(0)

VI A — B(l)
’L/ /

V. -~V

Obr.2 Geometricka interpretacia prvej derivacie v koncovych bodoch

(S}

n—

B"(O) = n(n—l)

¢

I
(=1

(Vi+2 -2V, +Vi)Bi,n—2 (0) = ”(” _1)(V2 -2V, +V0)

l

S}

n—

B"(1)=n(n-1)> (V,,,-2V,,+V,)B,,,(0)=n(n-1)(V,, -2V, +V,)

i=

(=]

Geometrickd interpretacia 2. derivacie (vektor) v koncovych bodoch: druha

derivacia je rovnobeznéd s uhloprieckou rovnobeznika vytvoreného troma
bodmi: V,, V|, V,

V.. V.V

n-2% "n-1> 'n

Obr.3 Geometricka interpretacia druhej derivacie v koncovych bodoch
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Bézierove krivky maju nevyhodu v tom, Ze pri zmene uz len jedného vrcholu
riadiacej lomenej Ciary sa zmeni cela Bézierova krivka, a teda bude vyhodné pra-
covat’ aj s inymi typmi kriviek, ktoré takéto ,,nedostatky* nemaju, vSak nie je vyla-
¢ené, ze su bez akychkol'vek nedostatkov. Pri stadiu kriviek v CAGD sa najCastejSie
stretavame so splajnovymi krivkami.
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ALGORITMICKE RIESENIA PRE PRIENIK CIAR (METODA BEZIEROVHO OREZAVANIA)

Kapitola 2

Metoda Bézierovho orezavania

Bézierovo orezavanie (Bézier clipping) je iterativna metdda vySetrenia prie-
niku Bézierovej krivky s priamkou, resp. s inou Bézierovou krivkou. Tato metoda
vyuziva vlastnost’ konvexného obalu Bézierovych kriviek a postupne iterativne ore-
zéava tie Casti krivky, ktoré nepretinaji dana priamku. Metdda bola vyvinuté pre rayt-
racing Bézierovych ploch.

Vyhody tejto metody st:

Aplikovatelnost aj pre polynomy vyssich stuprnov

robustnost

najdenie vsetkych rieSeni

rychly test nepretinania sa

pracovanie iba s linearnymi rovnicami v kazdom kroku iterdcie

2.1 Konvexny obal

2.1.1 Motivacia

Tvar mnoziny bodov v rovine nesie subjektivny aspekt; pre danti mnozinu
bodov moéze kazdy vidiet' iny tvar. Jednym z takychto tvarov mnozZiny bodov
v rovine povazujeme ich konvexny obal.

Konvexny obal si mozno predstavit’ ako gumené vlakno ,,natiahnuté okolo
klincekov zapichnutych v riadiacich vrcholoch Bézierovej krivky. Konvexny obal ur-
¢ime ako uzavrety mnohouholnik s jeho vnutrom, pozri [9, str. 25-48].
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ALGORITMICKE RIESENIA PRE PRIENIK CIAR (METODA BEZIEROVHO OREZAVANIA)

Definicia 2.1 Konvexnou mnozinou alebo konvexnym [geometrickym] utvarom bu-
deme nazyvat T'ubovolnii neprazdnu mnoZzinu bodov, ktorda ma nasledujiicu vlast-
nost’: pre kazdé dva r6zne body mnoziny patri mnozine celd iseCka nimi urcena.

Definicia 2.2 Nech je dand mnozina bodov M. Konvexnym obalom mnoziny M nazy-
vame najmensiu (prienik vSetkych konvexnych mnozin) konvexni mnozinu, ktora
obsahuje dani mnozinu M.

Definicia 2.3 Nech je dana mnozina bodov X = {X09X1a ,Xn} v E(EZ,E3). Kon-
vexnym obalom mnoZiny X nazyvame mnoZzinu bodov

KO(X)= {aox0 +...+anxn‘ z:':oai =1,a, 20, a, R} .

2.1.2 Matematicka reprezentacia konvexného obalu

Pretoze budeme pracovat’ iba s konvexnym obalom Styroch bodov riadiace;j
lomenej Ciary, ur¢ime konvexny obal Bézierovej krivky 3. stupiia nasledovne:

Veta 2.1 Konvexny obal Styroch bodov vo vSeobecnosti je konvexny Stvoruholnik,
ktorého vrcholmi st dané body a v Specidlnych pripadoch to mdze byt trojuholnik;

ak su body kolinedrne, moze to byt usecka alebo bod.

Konvexny obal Styroch bodov ilustrujeme na prikladoch, obr. 4.

YUa Ua
V;=V,=V, =V, =V, _ V,=V,
Vo i W
0 a=b > x=t o o 5 » x=t
L
J.A \A
vé/
v
Voo,
» x=t . . .
0 a Vv b > x=t

Obr.4 Konvexny obal styroch bodov v rovine
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2.2 Reparametrizacia 'ubovol’ného intervalu Bézie-
rovej krivky

Vyhodné je pracovat s Bézierovymi krivkami na zéklade definicie 1.3, kde
,lokalny* parameter ¢ € <O,1> . Avsak, vzhl'adom na pouzivany ,,globalny* parameter

ueR, mézeme Bézierovu krivku pisat’ v tvare pre tzv. iny ue<umin,umax> ako

te <O, 1> interval

max Z’lmin

Bu)=) VB, [;‘L]
i=0

a nazyvame to reparametrizaciou zakladnej Bézierovej krivky

B() =Y VB, (1), te(0.1).

2.3 Konverzie a inverzie medzi reprezentaciami

Najskor si predpripravime niektoré vztahy vyuzijic uz uvedené poznatky
o Bézierovych krivkach. PrepiSme vztah (1.4) pre kubické Bézierove krivky
v maticovom zapise

VO
Vl
BO =B (1) Ba(r) Bu() Bu(] | @D

2
V3

Polynomicke krivky st zvyCajne uvadzané ako kombinéacie monomov, t.j. v pripade
kubickej krivky 1, ¢, t*, £ . Preto mdZeme prepisat’ vztah (2.1) takto

B(1)=V,.(1-¢) +V,.3(1-1) t+ V,3(1—=1)* + V.1 =

=V, +(-3V, +3V,)t+(3V, -6V, +3V,) 1’ +(-V, +3V, -3V, + V,)£’.

(2.2)
Pouzijeme znovu maticovy zapis pre krivku B(¢)
1 0 0 0]V,
-3 3 0 0|V,
Bit)=|1 ¢t ¢ ¢ . 23
© [ ] 3 -6 3 0]V, @3
-1 3 =3 1|V,

Vztahom (2.3) sme uviedli vyjadrenie Bézierovej kubiky v monomialnom tvare. Bu-
deme potrebovat’ dva pripady prepisu vyjadrenia krivky. Preto vyuzivame dve moz-
nosti vstupu:
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o frivka tretieho stupna vyjadrena v monomialnom tvare [podkapitola 2.3.1]

o frivka tretiecho stupnia vyjadrena ako polynomicka funkcia s parametrom t
[podkapitola 2.3.2]

2.3.1 Konverzia Bézierov — Monomialny tvar (CBM)

Nech je krivka treticho stupna vyjadrend v monomidlnom tvare, mdézeme pi-

b

sat
B(t)=a,+at+a,’ +a,’, 1e(0,1). (2.4)

Prvky a, E*,i=0,1,2,3 nazvime monomidlne riadiace body [15, str. 156-158]. To-

to vyjadrenie mdzeme prepisat’ do maticového zapisu

aO
Bo)=[1 ¢+ ¢ 7] uas 2.5)
aZ
a3
Porovnanim zapisov (2.3) a (2.5) dostavame
a, 1 0 0 0]V,
a -3 3 0 0|V,
a,| |3 -6 3 ofV,|
a, -1 3 -3 1|V,
¢o mdézeme zapisat’
a=M,V, (2.6)

kde M, je matica koeficientov. Teda vstupnymi udajmi st suradnice riadiacich vr-
cholov V, a vystupnymi monomiélne riadiace body a, krivky B(¢) a vypocet (2.6)

nazyvame konverziou Bézierovej krivky zadanej svojimi riadiacimi vrcholmi na
krivku vyjadrenti v monomidalnom tvare, ozn. CBM.

2.3.2 Konverzia Monomialny - Bézierov tvar (CMB)

Ak potrebujeme vyjadrit’ riadiace vrcholy V, Bézierovej kubiky pomocou
monomidlnych riadiacich bodov a,, i = 0,1,2,3 vyuZijeme konverziu Monomidlny —

Bézierov tvar

vV, 10 0 0,
Vl — 1 % O O a]
Vol (12 L oofa,]
Vil 111 o1l
¢o mozno zapisat’
MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE 20
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V=M, a, 2.7)
kde M;' je inverznd matica k matici M . Teda vstupnymi tidajmi st v tomto pripade
monomidlne riadiace body a, a vystupnymi stradnice riadiacich vrcholov V, krivky

B(¢) a vypocet (2.7) nazyvame konverziou krivky vyjadrenej v monomidlnom tvare
na Beézierovu krivku, ozn. CMB.

Prvky matic M,, M,' vieme zapisat’ aj pomocou kombina¢nych ¢isel. Teda
predchadzajuci text mézeme zhrnt’ do vety 2.2.

Veta 2.2 Nech

a nech matice M ,, M ', st definované nasledovne

My=M,, = {(1)] ()0) ak i > j
0 inak
() i
M y=M =11 >J
0 inak

kde 0<i,j<3. Teraz dostaneme vyjadrenie pre monomidlne riadiace body a,
a Bézierove riadiace vrcholy V,

2, =2 (070 Ve @9

2.3.3 Inverzia Bézierov — Polynomicky tvar (IBP)

Nech je krivka treticho stupiia vyjadrena ako graf polynomickej funkcie
s parametrom ¢, moZzeme pisat’

y=v(t)=a,+at+at’ +at, (2.9)
kde a, st skalary. Krivka, ktorti sme zapisali v (2.9), moze byt’ myslena ako paramet-
ricka krivka [kap. 1.1] tvaru

AP
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kde J predstavuje interval, na ktorom je funkcia definovana. Zamerajme sa najskor na
parameter ¢ € <0,1> . V algoritmoch Bézierovho orezavania budeme pracovat’ s funk-

ciondlnou Bézierovou krivkou, ktora sa radi medzi neparametrické krivky. Poklisme
sa teraz prepisat’ Bézierovu kubiku do podoby funkcionalnej krivky 3. stupna. Aby
sme zapisali Bézierovu krivku vo funkcionalnom tvare, znizime prvu stradnicu tak,
aby bola linearne polynomicka:

= (1) ! re t e
B(”‘Lo)Hv(tJ” el

a v(1)=vBy; (1) +v,B;(1)+v,B,;(1)+v;B;5(t), kde vie R, i = 0,1,2,3, su Béziero-
ve ordindty (skalarne hodnoty). [5, str. 54-55]

Zakladné vyjadrenie Bézierovej krivky (1.4) definuje krivku, ktora svoje ria-
diace body Vi, V; len aproximuje. V nasich aplikdcidch vyzadujeme, aby Bézierova
krivka prechadzala ,,presne* cez zadané body, t.j. ich interpolovala.

Nech st dané Bézierove riadiace body V, [i/3,v,], i = 0,1,2,3 (obr. 5). Potre-
bujeme vySetrit’ stiradnice datovych bodov R, [i/3,rl.] pomocou danych riadiacich
bodov V, na Bézierovej krivke. Tieto body R, nech st body krivky B(f) pre hodnoty
rovnomerne rozmiesteného parametra ¢ £, =0,1, =1/3, ¢, =2/3, t,=1 (vSeobecne

ich prva suradnica je ¢, =i/3, i €{0,1,2,3} ). Potom mdZeme zapisat’

i/3

R, =B(i/3)= ' '

BT e ) e ) )
U4 V, =[1/3,0]

R,=V,=lo,v.]

ey

O

Obr. 5 Inverzia Bézierov — Polynomicky tvar (IBP) a Polynomicky — Bézierov tvar (IPB)

Vychadzajme zo vztahu (2.3). Ked'ze parameter ¢ =i/3, dostavame
I 0 0 0V,

_ o o33 0 0V
o5 (O (V)5 & 5 ofv | ew

-1 3 3 1||V

[\S]

(%)
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apre i =0,1,2,3 dosadenim do rovnosti (2.11) dostdvame

R, BO)| 1 0 0 0] v,
R|_|BO)| |2 5 5 5|V o
R\ [B(2)| |4 & 2 5|V |
R 1By L0 0 0 1] \&
a mozeme pisat’
R=1,,V. (2.14)

Vstupnymi Udajmi st suradnice riadiacich vrcholov V, avystupnymi body
R, = (éa’?) krivky B(#) a vypocet (2.14) nazyvame inverziou Bézierovej krivky za-

1

danej svojimi riadiacimi vrcholmi na krivku vyjadrenu ako polynomicku funkciu,
ozn. IBP.

2.3.4 Inverzia Polynomicky — Bézierov tvar (IPB)

Inverzny postup, v ktorom pozndme body R, achceme urcit’ body V,, mo-

zeme zrealizovat’
1 0 0 O

VO RO
-15 54 27 6
Vills ©® 1w 1 ||R
V,| |6 =22 % Js5|IR
2 18 18 18 18 2
Vil o o o 1]LR,
a mozno pisat’
V=1I,"R. (2.15)

Dostdvame inverzni maticu I, =I,,, pre vypocet zvy$nych neznamych vrcholov
V,, V, Bézierovej krivky. Maticovii rovnost’ (2.15) m6Zeme znovu zapisat’ ako sis-

tavu rovnosti

V,= R,

V, = —I—SROJrﬁRI—ZR2+£R3
18 18 18 18

V,= ERO_ZRl""ﬁRz_I_5 3
18 18 18 18

V,=R,;.
Teda vstupnymi Gdajmi s body R, = (%, z;) krivky B(¢) a vystupnymi stradnice ria-
diacich vrcholov V, a vypocet (2.15) nazyvame inverziou krivky vyjadrenej ako po-
lynomicka funkcia na Bézierovu krivku, ozn. IPB.
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Priamo z (2.15) vyplyva, ze pre prvé stradnice bodov V, déavajii rovnosti
hodnoty i/3, kde i=0,1,2,3. Teda vypocet sa zjednodusi na vypocet iba druhych
stradnic bodov V, a m6Zeme pisat’

Vo =T,
V= —Er ﬁr —Zr +£r
s’ 1s!t 18 18’
v,= il" —21" +ﬁ7" —El"
18" 18t 18t 18’
V=1 (2.16)

Ak by sme uvazovali o krivke (ako polynomickej funkcii) na 'ubovolnom intervale
te <a,b> , hodnoty parametra ¢ pre urCovanie bodov R, R,, R,, R, (a tym aj bodov

riadiacej lomenej Ciary V,,V,,V,,V;) nebudeme vycisl'ovat’ pomocou ¢, zé, kde

i={0,1,2,3} ale hodnotu parametra uréime: 7, =a +@ pre i ={0,1,2,3}. Kon-

krétne pri Bézierovom orezavani v E* [kap. 3.1] budeme pri kazdej iteracii danej
krivky vyuzivat metdodu konverzie CPB pri vypocte druhych suradnic tych nezna-

(h—
mych vrcholov, ktoré odpovedaji hodnotdm parametra ¢ = a+¥, kde

i= {1,2} , teda okrem prvého a posledného vrcholu, pretoze tie st dopredu zndme. Je
to rychly a nenaro¢ny vypocet, pri ktorom vSak nesmieme zabudat’ na fakt, ze vstup-
nym intervalom je ¢ € <a,b> ,no neskorsa t € <aj,bj> c <a,b>, j€{0,1, ..} . Pri dele-

ni intervalu <a,b> dostavame usporiadanti $tvoricu hodnot

<a,a+1'(b_“),a+2'(b_“),b> _ <a, 2a+b,a+2b’b> laedb),

3 3 3 3

ako je uvedené na obrazku 6.
Ya
; 1 ; ; - - =
ao c d b g

Obr. 6 Delenie intervalu (a,b) polynomickej funkcie
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2.4 Geometricka konstrukcia bodov V,, V,

Veta 2.3 Bod riadiaceho polygonu V, je prieseénikom priamky m: x—1/3=0
s dotyCnicou n ku grafu funkcie B(¢) v bode V.
Dokaz: Derivéacia krivky v bode V, (t). pre t=0) ma tvar
B'(O) =3(V1 —VO) .

Ak ma bod V, incidovat’ s priamkou m, jeho prva stradnica je tym jednoznacne ur-
¢ena; v =1/3. Priamku n zapiSeme v parametrickom vyjadreni

n: X=V, +3(V1 —VO)S,
kde seR a (V, —V0)=(1/3,v1y —vg):

x=0+3ls
3

y:vg+3.(vly—vg)s, selR.
Zistime prienik priamok m, n
mon: y:v3’+3.(vly—vg’).1/3:vf’
x=1/3.

Bod so suradnicami [l/ 3,v ] je prienikom priamok m a n (obr.7). [

Obr.7 Geometricka kon§trukcia bodov V,,V,

Analogicky sa da dokézat’ nasledujuca veta.

Veta 2.4 Bod riadiaceho polygéonu V, je priesenikom priamky p: x—2/3=0
s doty¢nicou g ku grafu funkcie B(¢) v bode V,.
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Kapitola 3

Algoritmy Beézierovho orezavania

3.1 Korene polynomov

Problematika hl'adania korenov polyndémov je zaloZena na hladani prieniku
osi ¢t s grafom daného polynému (polynomickej funkcie). Nasou ulohou bude najst’
mnozinu vietkych koretiov vyuZijic tzv. metddu orezdvania® konvexného obalu
krivky (obr.13); pozri [16]. Krivka je zadana ako polynomicka funkcia parametrom ¢,
tJ.

y=v(t)=a,+at+ .. +at", te(a,b).

Proces vySetrovania korefiov polynomov uvedieme na priklade kubickej Bézierovej

3
krivky B(t)=)_B,;(t)V,, pre te{a,b), teda aj polynomickej funkcie stupiia 3
i=0

(v(t)=a,+at+a,t’ +a,t’).

Aby sme vyludili tie pripady poldh kriviek, kedy nie je potrebné pocitat’ prienik
krivky a priamky (parametrickej osi #), urobime predspracovanie tymito dvomi tes-
tami.

Test A
(vylucenie pripadov metédou prieniku konvexného obalu Bézierovej krivky
a parametrickej osi 7)

Parametricka os ¢ v rovine je dana rovnicou y =0 a rozdel'uje rovinu na dve polrovi-

ny.

4 7 anglického clipping
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Tvrdenie 3.1 Body X =[x, y] roviny spifiajuce podmienku ax + by + ¢ > 0 patria jed-
nej polrovine uréenej priamkou ax+by+c=0. Analogicky body spinajice pod-
mienku ax + by +c <0, patria druhej polrovine.

Pre priamku /: y =0, ak hodnoty druhych suradnic bodov X =[x, y] su vSet-
ky vécsie ako nula, patria jednej polrovine; ak su vSetky mensie ako nula, patria dru-
hej polrovine. Na zaklade tohto tvrdenia vyrieSime, ¢i ma krivka prienik s osou 7. Ak
vSetky body V, =[x,,y,], i €0,...,3 riadiaceho polygénu leZia v jednej polrovine, t.j.
Vi:ax,+by,+c>0,resp. Vi:ax,+by,+c<0, os t nepretina konvexny obal riadia-
cich vrcholov krivky. Pretoze krivka lezi v konvexnom obale svojich riadiacich vr-
cholov, os ¢ nepretina ani krivku. V pripade, ak aspon jeden bod riadiaceho polygonu
krivky lezi v opacnej polrovine (t.j. konvexny obal krivky ma prienik s osou ¢), pred-
pokladame prienik samotnej krivky s danou osou #, hoci nemusi existovat. Tymto
sposobom vylucime ,,nevhodné* pripady. Na obr. 8b ilustrujeme vyluceny pripad.

v A

a) b) c)

Obr. 8 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky a parametrickej osi ¢
a) ¢y Mozny prienik b, Vyluceny pripad

Test B

(prieniku konvexného obalu Bézierovej krivky s osou 7)
Test vyuZziva, ako z nazvu vyplyva, vlastnost’ konvexného obalu Bézierovych kriviek
z vety 1.3.11. Na zaklade tejto vlastnosti vieme zistit', v ktorych pripadoch krivka ur-
Cite nepretina os ¢, resp. ak pretina, tak s istotou dokaZzeme vyriesit’ iba pripady, ked’
prienikom konvexného obalu s osou ¢ je zaciatocny alebo koncovy bod riadiacej lo-
menej Ciary, a teda aj bod krivky. Na obrazkoch 9 — 11 su ilustrované niektoré pri-
pady, konkrétne tie, pre ktoré¢ konvexny obal pretina os ¢ v Specifickej oblasti, a to
napr. vo vrcholoch, strandch konvexného obalu a niektorych tseckach tvorenych vr-
cholmi konvexného obalu. Konvexny obal riadiacich vrcholov Bézierovej krivky
oznacime KO. Pre Bézierovu kubiku mé6Zu nastat’ nasledovné pripady:

e ak KO(t=¢ = krivka nepretina os ¢, t.j. B(t)ﬂt =0
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Ya

P
Obr.9 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou 7 — prazdna mnoZina

prei=1vi=2 = B(t)Nt=0

k KO1t={V.{, i €40,...,31, tak
s Ak KONE={V] fei0n 3tk {0y o3 = B)Ne= )

Ua Ya

» x=t » x=t
Ya
a0 c d b sy a O c d b t

Obr. 10 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou 7 — jeden bod

e ak KONt=usecka PQ = B(t)Nr modze byt &, {1.0,.1,}, {1.5,}, {1},
<a,b>, kde 1,,t,,t, e(a,b>

Ya
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Ya
Ya |

Ya

Obr. 11 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou 7 — usecka

Vratme sa spit’ k vySetrovaniu korenov polyndmov. Postup vySetrovania ko-
refiov spracujeme vo forme algoritmu. Nech su dané:
e polyném definovany funkcionalnou rovnicou
y=v(t)=a,+at+at +at, te(a,b)
e parametrickd os ¢ rovnicou
y=0 (obr. 12)

PT algoritmus (Polynom-Parametric axis t algorithm):

1. Urcenie vrcholov riadiacej lomenej Ciary pre f,=a a pre t,=b:

v, =[a,v(a)], V, = [b,v(b)} a algoritmom CPB vypocitame zvy$né Bé-

. - 2a+b a+2b
zierove riadiace vrcholy V, = { 3 v, } , V,= { 3 ,vz} pre
2a+b a+2b
[1 = R [2 =
3 3
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Ua

| y=v(t)
V [0,ve)] |~

1=

e
N

_— V[100)]

p—

V. [30,]

Obr. 12 Zadanie CL algoritmu a konverzia CPB pre ¢ intervalu (a,b)

2. Urcenie konvexného obalu krivky B(?)
3. TestA
(vyltcenie ,,nevhodnych® pripadov metédou prieniku konvexného obalu
Bézierovej krivky a parametrickej osi 7)
4. TestB
(prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou )
Ak KOt jeusetka PQ,

tak body P,Q lezia na priamke ¢ a maji sdradnice PZ[tmin,O],
QZ[ImaX,O] a prejst’ na krok 5,
inak ak KON¢ jebod V,, i€{0,...,3},
tak aki=0vi=3,
tak B(1)Ne={t},
inak B(t)Nt=

inak B(¢)N7 = a algoritmus skon¢i.
5. Pre hodnoty ¢, ¢, VyCislit body odpovedajice na krivke B(z,).
B(t,..) zadanej krivky B(7). Dostavame novi ,,orezan(* krivku.
6. TestC

(percentudlne porovnanie zmeny novovzniknutého intervalu <tmm, tmax> vo-

¢i povodnému <a, b> , resp. predchadzajucemu intervalu) °

> Inak povedané, ak sa pri opakovanom orezavani nezmenil predchadzajuci interval
<tmm,tmax> voc¢i novovzniknutému o viac ako napr. 15%, moézeme predpokladat

viac korefiov polyndmu. Vtedy sa pre hodnotu parametra ¢, = |t /2 interval

max tmin
rozdeli na 2 menSie intervaly a pokracujeme s orezdvanim pre kazda cast’ samo-
statne.
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& |tmax _tmin S5|b_a ’

tak chod’ na krok 7,

| tmax min

inak pre ¢, = rozdel' Bézierovu krivku B(#) na dve nové

Bézierove krivky B'(r), te(t,..0,), B*(t), 1€(t,,t,,) aspif na
krok 1 pre obidve nove krivky.

7. Spat na krok 2. PT algoritmus sa zastavi, ked’ vzdialenost’ |t t |<e.

min % " max

Parametre J, ¢ si dopredu pevne zvolené, napr. vzdialenostny parameter inter-

valu <t po orezani moze mat’ hodnotu ¢ =0,005 a parameter percen-

min 2 tmax>
tualnej zmeny novovzniknutého intervalu voci predchadzajicemu o6 =0,85.

Hodnoty parametrov st zatial odhadnuté. Ich presnejSie odhady budu zndme az
po experimentalnej Casti projektu.

v A

V. (%5,0)

(b) po 1. orezani

Obr. 13 PT algoritmus

Musime pripomenut’, Ze vystupnymi hodnotami PT algoritmu s najviac tri (0
az 3) korene polyndmu. PretoZe algoritmus dava pri kazdom orezani ako navratova
hodnotu interval <t tmax>, skutoCnost’, Ze nastane situacia, ked’ |t <¢g, bu-

min > min ? tmax
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deme povazovat’ za cielovll a ako pribliznii hodnotu korenia polyndému prehlédsime

min > max>'

stred intervalu <l t

3.2 Prieniky typu KRIVKA — PRIAMKA

Problém vySetrovania prieniku priamky s krivkou sa budeme snaZzit’ previest’
na typ uUlohy hl'adania koreniov polynémov. Zakladnym krokom algoritmu bude vy-
tvorenie ,,novej* Bézierovej krivky; presnejSie budeme urcovat jej riadiace vrcholy

D. = [;,d,} , 1=0,1,2,3 tak, ze stradnica d, bude vyjadrovat’ orientovanu vzdiale-

nost’ riadiaceho vrcholu V; od priamky. Samozrejme, aj tu uvadzame priklad Bézie-

rovej kubiky.
3
Nech je dana Bézierova krivka B(r) = Z B, (1)V,, kde V, = [vf,viy ] ,
i=0

te <O, 1> , teda jej parametrické vyjadrenie

MO =2 B (el yO=2 B (e) (3.1)

a nech priamka / je zadana implicitne

l[: ax+by+c=0.
Koeficienty a, b, ¢ s upravené tak, aby platilo a”> +b*> =1, tj. rovnica priamky / je
upravend na normovany tvar (normalovy vektor (a,b) upravime na jednotkovy).

Vysetrujme bod na Bézierovej krivke tak, aby zaroven patril priamke /, t.j.
bod, ktory ma od priamky / nulovi vzdialenost’. Pre kazdy bod krivky vieme vyjadrit
jeho orientovanu vzdialenost’

d(t)=ax(t)+by(t)+c (3.2)
Po dosadeni parametrickych rovnic (3.1) Bézierovej krivky do (3.2) dostdvame

3 3 3
d(ty=a) B () +bY B ()} +c) B, (t)=
i=0 i=0 i=0

- i(avf +bv] + c)Bi,3 ()= iacBi)3 (1), (3.3)
i=0

i=0
kde
d, =av; +bv +c (3.4
Funkciu d(t) nazyvame vzdialenostnou funkciou aje to vlastne Bézierova funkcia

tretiecho stupna.
Pre vypocet orientovanej vzdialenosti bodu od priamky sa pouziva vzt'ah

avi +bv’ +c¢

Ja* +b*

d = (3.5)
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V nasom pripade je a’ +b° =1, preto (3.4) bude uréovat’ orientovanii vzdialenost' d,

riadiaceho vrcholu V, od priamky I. Predchédzajuci postup dokazuje platnost’ nasle-

1

dujtce; lemy.

Lema 3.1 Pre orientovanu vzdialenost d(¢) bodu B(t)=|:x(t), y(t)] Bézierovej

krivky B(t):iBis(t)Vi, kde V,=[vv']. ¢€(0,) od priamky
g

I arebyro=Opli  d(1)=Y8,()d,.

av;‘lfbviy +c

Ja® +b’

je orientovana vzdialenost’ bodu V, od priamky /. Teda funkcia d(¢) je kubicka Bé-

kde d, = ,ic0, ....,3

zierova polynomicka funkcia.

3
Veta 3.1 Bod B(r) Bézierovej krivky B() =) B,,(f)V,, kde V, =[v/,v |,

i=0
te <O, 1> je priesecnikom krivky s priamkou /: ax+by+c =0 prave vtedy, ked’ Cis-
lo t€(0,1) je korefiom vzdialenostnej funkcie d(r).

Dokaz. Veta je zrejmym dosledkom lemy 3.1.

Pri vySetrovani prieniku krivky a priamky budeme urcovat hodnotu para-
metra ¢ (ak existuje), pre ktorti d(¢) =0, tj. ,,vzdialenost* bodu B(¢) od priamky /
je nulova. Znamena to vyuzit' PT algoritmus.

Ku konstrukeii algoritmu krivka - priamka (CL algoritmus) zadame datové
vstupné hodnoty:

e Bézierova krivka B(r) = ZB:BL3 (t)V,,kde V, = [vf,viy] , 1e(0,1)
i=0

(Poznamka: Ak je zadand ina reprezentdcia krivky ako Bézierova, prekonver-
tujeme danu reprezentdciu na Bézierovu formu.)

e priamka / implicitnou rovnicou
Cax+by+c=0
v normovanom tvare, t.j. koeficienty a, b, ¢ si modifikované na formu
a’+b* =1 (obr. 14)

CL algoritmus (Curve-Line algorithm):

1. Vycislenie orientovanej vzdialenosti d; (3.4) riadiacich vrcholov Béziero-

vej krivky od danej priamky / (obr. 14 - d,.d,,d,.d,)
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_ ' | i | >
(/ e

Obr. 14 Zadanie CL algoritmu a vycislenie orientovanej vzdialenosti d; pre vrcholy Bézierovej
kubiky

2. Urc€enie riadiacich vrcholov D, D,, D,, D, novej krivky, kde D, = {%;d,}

pre i=0,1,2, ....,3.
3. PT algoritmus pre funkciu d (t) (obr. 15 ilustruje vysledok PT algoritmu)

da

I

Obr. 15 Vysledok CL algoritmu
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3.3 Prieniky typu KRIVKA — KRIVKA

Hlavnym krokom pripravovaného algoritmu bude transformadcia ulohy prieni-
ku typu krivka - krivka na typ Glohy prieniku priamka — krivka, ¢o urychli ¢as vypo-
&tu algoritmu. Druhym délezitym krokom je zostrojenie hrubej priamky®. Uréime ju
podl'a nasledovnej definicie.

Definicia 3.1 Hrubou priamkou Bézierovej krivky v E*> nazyvame kazdy rovinny
pas, v ktorom lezia vSetky body krivky, pri¢om hrani¢né priamky péasu st rovnobezné
s priamkou spajajicou prvy a posledny vrchol riadiaceho polygonu krivky. (obr. 16)

y ‘ / !”
s '\-'__‘-- {

> X

Obr. 16 Hruba priamka krivky

Podla definicie 3.1 ma Bézierova krivka nekonecne vel'a hrubych priamok.
Nasim cielom je skonsStruovat’ co mozno ,,najuzsiu®.

3.3.1 KonStrukcia hrubej priamky

Nech su v rovine dané riadiace body V,, V,, V,, V, Bézierovej krivky. Zo-
strojme priamku / spajajicu prvy bod V, aposledny bod V; riadiaceho polygonu.
Priamka’ /=V,V, mé4 normovant rovnicu ax+by+c=0, a’+b’>=1. Pre kazdy
vrchol riadiacej lomenej ¢iary pouzime vztah (3.4) na vypocet orientovanej vzdiale-
nosti d, bodu V, od priamky /; dostdvame mnoZinu ¢isel {do, dy, d,, d,}. Z tejto
mnoziny vyberieme minimalnu a maximalnu hodnotu

d., =min{d,, d,, d,, d3}
d. =max{d,, d, d,, d}.

3
Veta 3.2 Hrub4 priamka krivky »_ B, (¢)V, je mnozina bodov X € E*, pre ktoré

i=0

6 7 anglického Fat Line
7 V pripade, 7ze V, =V,, za priamku [ prehlasime priamku rovnobezni s osou x
a prechadzajicu bodom V, =V,.
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d. <d,<d
kde d, je orientovana vzdialenost’ bodu X od priamky /.

max ?

Veta 3.3 Ak ma priamka / = V,V, normovanu rovnicu ax+by+c=0 (a2 +b° = 1) ,

tak hrani¢né priamky /' a /" hrubej priamky krivky zostrojime tak, aby boli rovno-
bezné s priamkou / a ich orientovana vzdialenost’ od priamky / je d ., d , aich
rovnice su

["'ax+by+c+d_, =0

[":ax+by+c+d , =0.

Takto zostrojend hruba priamka (rovinny pas s hranicnymi priamkami /', [")
obsahuje vSetky body konvexného obalu Bézierovej krivky. Pripominame, Ze veta
3.2 plati pre Bézierovu krivku 'ubovol'ného stupna.

Pre kvadraticka a kubickl Bézierovu krivku vSak vieme urcit’ eSte uzsi rovinny pas
['l". Jeho vyhodou je urychlenie algoritmu vySetrenia prieniku dvoch Bézierovych
kriviek, pozri [14, str. 26-28].

3.3.2 Kvadraticka Bézierova krivka a jej uzsia hruba priamka

Pozrime sa na orientované vzdialenosti bodov kvadratickej Bézierovej krivky.
Vychadzajme zo vzt'ahu (3.3) vzdialenostnej funkcie a prepiSme ho pre kvadraticka
Bézierovu krivku

2 2
d(t)= Z(avf +bv + c)Bl.’2 ()= Zd,.Bl.,2 (7).
i=0 i=0
Nech V,,V,,V, st riadiace body Bézierovej krivky. Ur¢me vzdialenostntl funkciu
d(t)=d,B,,(1)+dB,(t)+d,B,,(1).
Hodnoty d, =d, =0, pretoze riadiace vrcholy V,V, st bodmi priamky /, a teda mo-
zeme zapisat’
d(t)=dB,(t)=d2(1-1).

Najdenim extrémov kvadratickej funkcie d (t) na intervale <a,b> ziskame hodnoty

d_. =min {O,ﬂ}
2

d, .. =max {O,i} ,
2

ktorymi vieme ohraniCit’ rovinny pas k'k" uZzSi nez hruba priamka z vety 3.3 (obr.
17).
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Uf Vi

V(':) \ k'
V, T~ I=I"=k"
51 - > X

Obr. 17 Uzsia hruba priamka kvadratickej Bézierovej krivky

3.3.3 Kubicka Bézierova krivka a jej uzsia hruba priamka

Vychadzajme znovu zo vztahu (3.3) pre vyjadrenie orientovanych vzdiale-
nosti a zapiSme vzdialenostnu funkciu pre kubicku Bézierovu krivku

3
d(t)=Y dB,(1),i=0,1,2,3.
i=0

Nech V,,V,,V,,V, striadiace body Bézierovej krivky. Uréme vzdialenostnt funk-
ciu
d(t)=d,B,;(t)+dB,(t)+d,B,,(t)+d,B,;(t).
Hodnoty d, =d, =0, pretoze riadiace vrcholy V,,V; su bodmi priamky / a teda mo-
zeme zapisat’
d(t)=dB,(1)+d,B,,(1),
teda
d(t)=d3t(1-1) +d, 35 (1-1)=3t(1-1).[ d, (1-1)+d,t ].
Tu uz musime uvazovat’ dva pripady pre orientované vzdialenosti d,, d,
e ak dd, >0, t]. body V,, V, lezia v jednej polrovine vzhl'adom na /, dost4-
vame
min{0,d,,d,} <(1-t)d, +td, <max{0,d,,d,}
a 3t(1-1)min{0,d,,d,} <d(r)<3t(1-1)max{0,d,,d,} .

Najdime extrémy funkcie A(¢)=3¢(1—1). Funkcia /() ma extrém pre 7=

2

a nadobuda hodnotu h(%)=% Rovinny pas k'k" vieme ohraniCit' tymito

hodnotami
d_ . =min {O,%dl,%dz}
3.3
d, . =max O’Zdl’zdz (obr. 18)
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v‘;,--____ t'=!”=k”

1 - - > X

Obr. 18 Uzsia hruba priamka kubickej Bézierovej krivky pre vrcholy Bézierovej krivky leZiace
v jednej polrovine

o ak dd,<0,t]. body V,, V, lezia v r6znych polrovinach vzhl'adom na /, uva-
Zzujme pripad ked d, < 0, af2 >0
(1-t)d, <(1-1)d, +td, <td,
<3

1
a 3i(1-1)d,<d ()37 (1-1)d,
Néjdime extrémy funkeii m(r)=3t(1-1)", n(t)=3¢*(1-¢). Funkcia m(t)
ma extrémy pre £, =0, ¢, = anadobuda v nich hodnoty m(0)=0, m(%) =

a funkcia n(¢) ma extrémypre £, =0, ¢, => anadobida v nich hodnoty

n(0)=0, n(%) = . Z toho vyplyva
d_. =min {O,Edl} , d . =max {O,Edz} .
9 9
Analogicky pre d, 20, d, <0 dostdvame
d_. =min {O,gdz} s do = max{
TakZe mo6Zeme pisat’ spolocne pre d,d, <0
d_. :min{O 4d 4d }
9 "9
4
9

d__ =max {o, ; d, dz} (obr. 19)
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Obr. 19 Uzsia hruba priamka kubickej Bézierovej krivky pre vrcholy Bézierovej krivky leZiace
v opacnych polrovinach

Teraz pristupime k vySetrovaniu spolo¢nych bodov dvoch Bézierovych kri-
viek v rovine. Navrhneme striedavo orezavat’ jednu krivku hrubou priamkou druhe;j
krivky, prva krivku méze pretniit’ iba ta Cast’ druhej, ktora leZi v hrubej priamke prvej
krivky.

Podobne ako pri predchadzajucom algoritme prieniku priamky s krivkou vyu-
zijeme vzdialenostnu funkciu vrcholov riadiaceho polygoénu Bézierovej krivky od
pevne zvolenej priamky a nasledne zavedieme novu Bézierovu krivku. Je to kvoli

3
tomu, e funkcia d ()= d,B,,(t) je polynomicka funkcia v Bernsteinovom tvare
i=0

a mdzeme ju reprezentovat’ ako Bézierovu krivku v tvare
3
D(r)=(t,d(t))=Y.D,B,(t),i=0,1,2,3
i=0

s riadiacimi vrcholmi D, = [%;di } , pozri [14, str. 28-29].

Ked'Ze budeme pracovat’ aj s orezdvanim konvexného obalu, mézeme hovo-
rit, ze CC algoritmus je spojenim algoritmov PT a CL. Aby sme vylucili tie pripady
poloh kriviek, kedy nie je potrebné pocitat’ prienik kriviek, urobime predspracovanie
nasledovnym testom.

Test D
(nepretinanie sa konvexnych obalov dvoch Bézierovych kriviek pomocou
minmax obalov®)
Jednoduchou metddou na zistenie, ¢i sa konvexné obaly dvoch Bézierovych kriviek
pretinaju, je vyuZzitie minmax obalov.

Definicia 3.2 Nech je dand krivka B(¢), f€ <a,b>. Minmax obalom nazveme naj-

mensi axidlny rovnobeZnik, ktory obsahuje konvexny obal krivky B(¢).

8 7 anglického Minmax bounding box
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To znamend, Ze jeho lavy dolny roh mé suradnice (X, V., ) @ pravy horny
1oh (X, Vi )» PriCOm x,; resp. x,. je minimalna resp. maximalna hodnota x su-

radnic a y_. resp. y, . je minimalna resp. maximalna hodnota y stiradnic vSetkych

vrcholov riadiaceho polygonu (obr. 20), pozri [15, str. 146-147]. Po jeho vytvoreni
mozeme v kratkom case zistit’ prienik minmax obalov dvoch kriviek.

YA
v V1

vl

2 > X

Obr. 20 Minmax obal

Teraz sa zamerajme na konStrukciu algoritmu prieniku dvoch Bézierovych
kriviek, pri¢om vyuZijeme metddu hrubej €iary. Nech st dané krivky svojimi riadia-
cimi vrcholmi:

. V(t):zsle(t)Vi,te@,b%

P(s)= iB,.,3 (s)P,, se(m,n) (obr. 21).

(Poznamka: Ak je zadand ina reprezentacia krivky ako Bézierova, prekonver-
tujeme danu reprezentdciu na Bézierovu formu.)

Ya

v,

(o]

Obr. 21 CC algoritmus: zadanie
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CC algoritmus (Curve-curve algorithm):

1.

3.

Test D
(nepretinania sa konvexnych obalov dvoch Bézierovych kriviek pomocou
Minmax obalov)
Ak sa konvexné obaly pretinaju, tak chod’ na krok 2,
inak sa krivky nepretinaji a algoritmus
skonci
Konstrukcia hrubej priamky /'/" krivky P(s), s € <m,n> v smere priamky

P P, (obr.22)

Ak vstupné krivky s druhého alebo tretieho stupna, podl'a postupov uvede-
nych v podkapitolach 3.3.2, 3.3.3 je vhodné zazit' hrubu priamku na uzsi
rovinny pas.

Obr. 22 CC algoritmus: konStrukcia hrubej priamky a orientované vzdialenosti

Konstrukcia priese¢nikov krivky V(¢) s priamkami /' a /", t.].

CL algoritmus:

4. Orientovand vzdialenost d] =av' +bv’ +c¢ vrcholov riadiaceho polygonu
V,, ..., V, od priamky /: dostdvame mnozinu {doz,df,dzz,df}
5. Urcenie riadiacich vrcholov D,,D,,D,,D; novej Bézierovej krivky, kde
i
D, :[E;df} pre i=0,1,2,3.
6. Stotoznenie priamky / s parametrickou osou ¢.
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7' Prlamky lmin’ lmax: lmax ”l A |Hmax =drlnax
lmin ||l A |llmin = d:l‘li]’l
da
i lnm.\‘
|
\
} d;mx
_ > [=t
o] A ,
| dmin
2 \
dy |
Y lmin
D,

Obr. 23 CC algoritmus: novovytvorend Bézierova krivka

Upraveny PT algoritmus:
8. Urcenie konvexného obalu novovytvorenej krivky s vrcholmi D,,

i=0,1,2,3
9. Test A
10. Test B

11. Priemet prieniku /

min

KO na os ¢, ¢o je <t1 ,t2> ,resp. t, =1,.
Priemet prieniku /_(1KO na os ¢, ¢o je <t1* *,t;*> ,Tesp. ¢ =t, .

min > “max

12. Urgenie ¢, , ¢z mnoZziny {tl ,t;,tl**,t;*}

13. Pre hodnoty ¢, f.  VvyGislit body odpovedajuce na krivke V(7 ).
V (t,.) pOvodnej krivky V(¢). Dostdvame orezanu krivku V'(z), pre
ktort V*(0)=V (£,:,), V(1) =V (t1a ) -

14. Test C
(percentudlne porovnanie zmeny novovzniknutého intervalu <tmm, tmax> vo-
¢i povodnému <a, b> , resp. predchadzajiicemu intervalu)

AK [t 1| <S|b—a

tak chod’ na krok 15,

5
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_ |tmax - tmin

inak pre 7, = =5 rozdel’ Bézierovu krivku B(¢) na dve nové Bézie-

rove krivky V,'(t), 1 € <lmin,to> . V' (1), te <t0,tmax> a chod’ na krok 15 pre
obidve nové krivky.

15. CPB — pre krivku V'(¢), resp. pre krivky V,'(¢), V,'(7).

16. Spét’ na krok 1 (CC algoritmus upravujeme pre druht krivku a opakujeme,
pokial <tmin,tmax> <& (resp. <tmm ,t0> <eg, <t t > <¢),

0 “max
<smin,smax> < & (resp. <Smin,S0> <ég, <so,smax> <eg),
pricom ¢ je dopredu pevne zvolend hodnota).

[7F ¥
P, \'A

w

Obr. 24 CC algoritmus: vysledok

V CC algoritme sme pouzili upraveny PT algoritmus namiesto klasického,
pretoze dava kratsi Cas na orezanie, ale SirSiu hrubu priamku v kazdom cykle algo-
ritmu, o sa pri programovej implementacii javi ako podstatna vyhoda.
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Kapitola 4

Zaver a d’alSia praca

Modelovanie krivieck v CAGD prezentuje vel’ky fenomén v podobe algorit-
mickych rieSeni vySetrovania prieniku kriviek. Pretoze naSa praca, ako uz bolo
v uvode spomenuté, zahfiia zatial plandrne konsStrukcie a algoritmy, bude potreb-
né rozdirenie rovinnych vztahov na priestorové, ¢ize prechod z E* do priestoru E°.
Snaha vyuzit’ vlastnosti dvojrozmernych matematickych objektov v priestore E* bude
vyzadovat’ napr. aj zmenu reprezentacie Bézierovych kriviek na iny typ kriviek, nové
konverzie, resp. inverzie medzi reprezentaciami kriviek, rozsirenie hrubej priamky na
,hruby pas“ a v neposlednom rade 1 zmena vzdialenostnej funkcie pre priestorové
krivky.

Ako sme naznacili uz v avodnych kapitolach, celd praca je zaloZend na teorii
Bézierovych kriviek a ich vlastnosti konvexného obalu. Je nevyhnutné spomenut’, ze
Bézierove krivky maji okrem mnohych vyhod aj isté nevyhody. Preto sa zameriame
na iné typy kriviek.

4.1 Bézierovo orezavanie pre nebézierovské krivky

Nevyhody Bézierovych kriviek ,,odstraiiuju® rézne druhy splajnovych kri-
viek, ktoré st mnohé interpolacné a maji vyhodu lokédlnej zmeny; pri zmene jedného
vrcholu riadiacej lomenej Ciary sa zmenia len v okoli tohto bodu. Nast’astie, segmen-
ty splajnovych kriviek mozno vyjadrit’ v tvare Bézierovych kriviek a preto moZno
uvazovat’ aj o rozsireni Bézierovho orezavania na takéto krivky.

Vlastnost’ konvexného obalu maji aj mnohé triedy splajnovych kriviek, teda
nielen ich jednotlivé segmenty. Poklisime sa zistit, do akej miery mozno previest
idey Bézierovho orezévania do tejto oblasti.

Pretoze metoda Bézierovho orezdvania ma vel'a nedorieSenych otazok, spo-
menime aspon niektoré, ktorym sa budeme d’alej venovat’:
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4.2 Konvergencia Bézierovho orezavania

Ako znazvu vyplyva, bude re¢ o dokaze, ktory zabezpeci, Ze po konenom
pocte krokov orezavania konvexného obalu krivky [podkap. 3.1] bude vzdialenost’
bodov ¢ t... parametrickej osi ¢ mensia ako kladna konStanta & vopred zadana, t.].

|tt

min > “max

min

<¢. Ide o dokaz, prostrednictvom ktorého ukdzeme, Ze priese¢nik krivky
s osou ¢ naozaj existuje a s istou odchylkou ho dokézeme vycislit’ ako stred tusecky
t .t

min max °

4.3 Programova realizacia

Podstatou programovej realizacie algoritmov opisanych v kapitole 3 bude ich
implementécia do programovacieho jazyka Pascal v prostredi Delphi 4.0. Pretoze al-
goritmy su pomerne naro¢né, bude potrebné dorieSit’ vela problémov spojenych
s prepisom do aktudlneho programovacieho jazyka a vizualizdciou geometrickych
situacii skiimanych kriviek. Predmetom d’alSej prace sa stdva aj rozSirenie stupiia n
Bézierovych kriviek na stupne vacsie ako 3, popripade najst’ a overit’ vzt'ahy Bézie-
rovho orezavania euklidovského priestoru vyssej dimenzie.

Pri rieSeni prienikov kriviek mézeme vysetrovat’ spravnost’ vysledkov aj analy-
tickym sposobom. PovaZujeme to za matematicky presny a spravny postup rieSenia
koreniov polyndémov.

Prinos naSej prace predpokladame aj v algoritmickom rieSeni problému prieni-
ku kriviek v priestore E>. Vy3etrovanie prieniku priestorovych kriviek by bolo mozné
na zéklade vlastnosti kolmého premietania na dve navzajom kolmé roviny (tzv. Mon-
geovo premietanie).

4.4 Experimenty

V tejto Casti sa zameriame na experimentalnu stranku problému. Budeme testo-
vat’ na mnohych (radovo desiatkach) ndhodnych i riadenych pokusoch, ¢i algoritmus
dava spravny vysledok. Dalej by bolo vhodné overit’ chybu, s akou algoritmus pracu-
je atieZ jeho rychlost. Z tychto hl'adisk porovndme algoritmus s analyticky presnym
vypoctom (ak je mozny) a s klasickymi numerickymi algoritmami (Newtonov, dele-
nie intervalu a iné).

Ako sme spomenuli na konci CC algoritmu [kap. 3.3.3], pri probléme vySetro-
vania prieniku dvoch Bézierovych kriviek mézeme vyuzit' dve metddy orezania kon-
vexného obalu krivky pomocou hrubej priamky. Preto bude zaujimavé Statisticky
overit' a porovnat’ rychlost’ konvergencie oboch variantov algoritmu a vybrat’ vhod-
nejsiu z nich.
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